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[INTRODUCTION 


Les divers mécanismes conçus par l’homme. dans des buts 
variés, peuvent être divisés en deux groupes importants. On range 
dans le premier groupe les mécanismes dont les pièces n’ont pas 
la possibilité d'accomplir des mouvements l’une par rapport à 
l’autre, si on néglige les mouvements insignifiants dus aux défor- 
mations engendrées par l'action des forces ; on attribue au second 
groupe les mécanismes dont les pièces se trouvent en mouvement 
l’une par rapport à l’autre, quand le mécanisme remplit son ob- 
jectif. Les mécanismes du premier groupe sont des constructions 
d'affectation très variée: édifices, ponts. réservoirs pour liquides 
ou gaz, etc. 

La théorie des mécanismes et des machines a pour objet l’étude 
des mécanismes du second groupe. Parmi ces nombreux mécanis- 
mes on peut indiquer les principaux types suivants, très répan- 
dus et d’une grande importance pour la technique moderne : 

1) les moteurs affectés à transformer les différentes formes de 
l'énergie en énergie mécanique (machines à vapeur, turbines à 
vapeur et turbines hydrauliques, moteurs à combustion interne, 
moteurs électriques, etc.) ; 

2) les généraieurs d'énergie électrique transformant l’énergie 
mécanique en énergie électrique ; 

3) les machines-instruments accomplissant divers aspects de 
travail, telles que les machines-outils pour l’usinage des métaux 
et du bois, les machines agricoles, les métiers à filer et à tisser, 
les machines à coudre, les brasseurs mécaniques des appareils 
chimiques, les centrifuges, etc. ; 

4) les machines de transport servant à déplacer des matériaux 
solides, liquides ou gazeux ; 

5) les instruments de désignation variée tels que les horloges, 
les machines à calculer, etc. 

La machine accomplit un travail par l'intermédiaire de son 
organe de travail. Ainsi, pour la machine-outil qui usine les 
métaux ou le bois, l’organe de travail est la lame qui découpe 
les copeaux dans le matériau à usiner, l'aiguille—pour la ma- 
chine à coudre, le crochet auquel on suspend la charge à soule- 
ver— pour l'appareil de levage, etc. 
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La machine est apte à produire un travail seulement dans le 
cas où elle est mise en mouvement par les forces extérieures telles 
que la vapeur, le gaz, l'énergie électrique, l’eau, etc. C’est pour- 
quoi, l’un des organes indispensables à toute machine est l’organe 
d’assimilation du travail des forces extérieures. 

Dans un moteur à piston (machine à vapeur ou moteur à com- 
bustion interne), cet organe est le piston, pour un tour—la pou- 
pée, pour une bicyclette—la pédale, etc. 

Les problèmes relatifs aux formes, aux dimensions des organes 
de travail et des organes d’assimilation du travail des forces 
extérieures, à la nature des mouvements les mieux indiqués et des 
forces agissant sur ces organes sont l’objet non pas de la théorie 
des mécanismes et des machines, mais des disciplines spéciales 
étudiant les cycles énergétique et technologique. 

La théorie des mécanismes et des machines étudie les questions 
concernant le projet et l'étude des mécanismes constitués de pièces 
mobiles qui relient les organes d’assimilation du travail des forces 
extérieures aux organes de travail. 

L'étude des problèmes concernant la transmission du travail et 
des mouvements n'impose pas la connaissance des formes cons- 
tructives et des dimensions de toutes les pièces de la machine, se 
limitant simplement au schéma dit cinématique (ossature de la 
machine). Les méthodes d'élaboration et d'étude des schémas ciné- 
matiques sont exposées dans le cours Théorie des mécanismes et 
des machines. 

Une fois l'étude du schéma cinématique terminée, on fait le 
choix des formes et des dimensions approchées de toutes les pièces de 
la machine, puis on procède à l’étude dynam'que afin de déterminer 
les données nécessaires à la précision des calculs préliminaires. Les 
méthodes de l'étude dynamique des machines sont également expo- 
sées dans la théorie des mécanismes et des machines. 

Ainsi, tout en étant adjacente aux disciplines des cycles éner- 
gétique et technologique et en se basant sur les données de la 
mécanique théorique, la théorie des mécanismes et des machines 
se classe parmi les disciplines scientifiques qui traitent les métho- 
des de détermination des formes constructives et des dimensions 
des pièces de machines. 


CHAPITRE 1! 


ANALYSE DE LA STRUCTURE DES MÉCANISMES PLANS 


1. COUPLE CINÉMATIQUE 


Le mouvement est un des critères de la machine qui la dif- 
férencie des constructions qui, en remplissant leur objectif, ne sont 
pas en mouvement. 

Un outil, guidé par la main de l’homme, tel qu'une aiguille, 
une hache, un marteau, un tournevis, en accomplissant sa fonc- 
tion, se trouve aussi en mouvement. La machine se distingue de 
l'instrument qui accomplit des mouvements variés par les mou- 
vements déterminés de ses pièces; l'aiguille pour la couturière, 


le marteau pour le forgeron accomplissent différents mouvements, 
mais l’aiguille de la machine à coudre ou le marteau pneumati- 
que n'exécutent que des mouvements bien déterminés. 

On ne peut imprimer à un corps quelconque un mouvement 
déterminé qu’en limitant sa mobilité par d’autres corps. Par 
exemple, une barre cylindrique ne satisfaisant à aucune liaison 
peut accomplir des mouvements variés, mais si on la place dans 
un cylindre évidé, comme le montre la fig. 1, alors la barre 1, 
par rapport au cylindre évidé 2, peut seulement être animée d’un 
mouvement de rotation autour de Î’axe commun x—x des deux 
cylindres et se déplacer dans la direction qui coïncide avec leur 
axe commun x—x. Si cette même barre cylindrique, placée dans 
le cylindre évidé, est munie d'épaulements (fig. 2) fixés sur les 
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surfaces de base du cylindre évidé, alors la barre 1, par rapport 
au cylindre évidé 2, peut seulement être animée d'un mouvement 
de rotation autour de l’axe commun x—x des deux cylindres. 
Si au lieu d’une barre cylindrique, on considère une barre pris- 
matique et si on l’engage dans un prisme évidé (fig. 3), alors la 
barre 1 ne pourra accomplir, par rapport au prisme évidé 2, qu’un 
mouvement rectiligne suivant l’axe x — x. 

Puisque le mouvement d’un corps quelconque ne peut être 
déterminé que par la limitation de sa mobilité par d’autres corps, 
il faut donc, pour l'étude du mou- 
vement d’une pièce de machine 
quelconque, considérer cette pièce 
en relation avec une autre piè- 
ce Jimitant plus ou moins sa 
mobilité. Dans les cas où le 
mouvement de la pièce de ma- 
chine qui nous intéresse est limité 
non par une, mais par deux ou 
plusieurs pièces, nous aurons une 
représentation complète du mouvement possible de la pièce consi- 
dérée, si on prend en considération les limitations imposées à sa 
mobilité par toutes les autres pièces de la machine avec lesquel- 
les elle se trouve en contact. En d’autres termes, lorsqu'on con- 
sidère une machine du point de vue cinématique, on a une re- 
présentation complète des mouvements possibles de toutes ses pièces 
en considérant non pas chaque pièce séparément, mais en concen- 
trant l'attention sur les couples d’éléments qui limitent mutuelle- 
ment le mouvement d’un élément par rapport à l’autre, c'est-à- 
dire les couples d'éléments cinématiques. 

On appelle couple cinématique tout assemblage mobile 
de deux corps solides en contact. 

Les corps constituant le couple s'appellent chaînons. 

Il découle de cette définition qu’un couple d’éléments cinéma- 
tiques ne peut pas être constitué de corps n'étant pas en contact 
ou bien de corps qui, se trouvant en contact, ne peuvent pas 
être en mouvement l’un par rapport à l’autre. 

Le degré de limitation de la liberté de mouvement d’un chaînon 
d'un couple cinématique par rapport à un autre chaînon dépend 
seulement des formes géométriques et des aires en contact des 
chaînons appelés éléments du couple cinématique: 
ni la matière avec laquelle est constitué le chaînon, ni la forme 
de la partie non en contact avec l’autre chaînon ne peuvent 
imposer des restrictions à la mobilité d’un autre chaînon. C’est 
pour cette raison-là que la théorie des mécanismes et des machi- 
nes ne les prend pas en considération. 


Fig. 3 
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2. CLASSIFICATION DES COUPLES CINÉMATIQUES 


Les couples cinématiques peuvent être classés suivant différents 
critériums. Nous nous bornerons à la classification qui dépend 
uniquement du caractère de contact des chaînons. D'après ce cri- 
tère, il faut distinguer les couples inférieurs et les couples supé- 
rieurs. 

On appelle couple inférieur tout couple dont les chaï- 
nons sont en contact superficiel et couple supérieur tout 
couple dont les chaînons sont en contact linéaire ou ponctuel. 

Des exemples de couples inférieurs sont donnés sur les fig.1, 2 et 3. 
Un exemple de couple supérieur, dont les chaïnons sont en con- 
tact linéaire suivant une droite, est celui de tout cylindre posé 
sur un plan, suivant une circonférence—celui de toute boule 
placée dans un cylindre évidé dont le diamètre est égal à celui 
de la boule; en contact ponctuel —celui de toute boule posée sur 
un plan. 

Les couples inférieurs ont un grand avantage par rapport aux 
couples supérieurs : dans les couples inférieurs, pour des réactions 
égales dans les couples, pour des coefficients de frottement identi- 
ques et pour certaines autres conditions égales, l’usure des chaî- 
nons aux contacts s'effectue plus lentement que dans les couples 
supérieurs. Cependant, les couples supérieurs permettent d’effec- 
tuer des mouvements qu'il serait difficile de réaliser à l’aide de 
seuls couples inférieurs. 

Si tous les points d’un chaînon d’un couple inférieur ne peu- 
vent se déplacer par rapport à un autre chaïînon que d'un mou- 
vement rectiligne, comme par exemple dans le couple cinématique 
représenté sur la fig. 3, ce couple cinématique s'appelle couple 
de translation. Si tous les points des deux chaînons d'un 
couple inférieur ne peuvent être animés que d’un mouvement de 
rotation autour de l’axe géométrique de la surface de contact des 
chaînons, comme dans l'exemple du couple indiqué sur la fig. 2, 
ce couple cinématique s'appelle alors couple de rotation. 


3. REPRÉSENTATIONS SCHÉMATIQUES DES COUPLES CINÉMATIQUES 


On a indiqué sur les fig. 4—12 le mode de représentation des 
couples cinématiques de divers types admis sur les schémas ciné- 
matiques. 

La fig. 4 représente un couple de rotation dont les chaînons 
peuvent se déplacer librement sur le plan. On indique schémati- 
quement par un cercle reliant les chaînons 1 et 2 le mouvement 
de rotation d'un chaînon par rapport à un autre autour de l’axe 
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géométrique du couple. Dans une construction encore plus simple, 
on peut se représenter le couple de rotation sous forme d'un axe 
cylindrique avec un tambour tournant sur l'axe. Les formes 
constructives des chaînons peuvent être très variées. 

Dans les couples de tous types, l’immobilité des chaînons est 
indiquée sur les schémas par des hachures. Sur les fig. 5 et 6, on 


1 2 _{ 1 _ 4 
Fig. 4 Fig. 5 Fiy. 6 Fig. 7 Fiy. 8 


donne la représentation schématique d’un couple de rotation avec 
un chaînon fixe. 

Sur les fig. 7 et 8, on donne les représentations schématiques 
d’un couple de translation à chaînons libres et sur les fig. 9 et 
10a et b, à un chaînon fixe. 

On a représenté schématiquement sur les fig. 11 et 12 des 
couples supérieurs à chaînons libres et à un chaînon fixe. Les 


RSSK 
Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12 


profils curvilignes indiquent schématiquement que le contact des 
chaînons se fait suivant une courbe (perpendiculaire au plan de 
la figure) ou suivant un point. 

En ce qui concerne les représentations schématiques des cou- 
ples cinématiques, il faut toujours avoir en vue qu'elles ne don- 
nent aucune indication sur les formes constructives. 


4. CHAÎNE CINÉMATIQUE 


On appelle chaîne cinématique tout système de chaïi- 
nons en liaison dans les couples cinématiques. 

D'après la nature du mouvement des points de chaînons, les 
chaînes cinématiques se divisent en chaînes planes et en chaînes 
gauches ou spatiales. On appelle chaînes planes les chaînes 
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dont les chaînons sont animés d’un mouvement d'un plan sur un 
plan. Les chaînes gauches sont celles dont les points des 
chaînons sont animés de mouvements soit suivant des courbes 
gauches, soit suivant des courbes planes qui se trouvent dans des 
plans non parallèles. 

Les chaînes cinématiques peuvent être fermées ou ouvertes. 
Une chaîne cinématique est dite fermée si chaque chaînon forme 
des couples cinématiques avec les chaînons successifs, la chaîne 
est dite ouverte si elle contient des chaïînons appartenant à un 
seul couple cinématique. 


5. SCHEMAS CINEMATIQUES 


L'étude cinématique d'un mécanisme quelconque (moteur, 
machine-outil, etc.), à l’état de projet ou en construction, est 
effectuée d’après son schéma cinématique. Pour l'étude cinémati- 
que, il faut définir les chemins parcourus, les vitesses, les accé- 
lérations des points des 
éléments en mouvement. ; 
On ne doit indiquer sur le 
schéma cinématique que 
ce qui est nécessaire à l’étu- 
de entreprise et, pour cette 
raison, toutes les pièces 
du mécanisme à étudier se- 4: 
ront représentées sur le ,- 
schéma ainsi que les chai- 
nons de couples cinéma- 
tiques. 

Expliquons sur un 
exemple comment on passe 
du schéma de construction £ 
d'un mécanisme à son sché- 
ma cinématique. 7 

On donne sur la fig. 
13a le schéma de cons. 
truction et sur la fig. 13b, 
le schéma cinématique d’un | 
moteur à combustion inter- Fig. 15 
ne. Un moteur à combus- 
tion interne transforme l'énergie chimique du carburant (naphte, 
pétrole, essence, gaz combustible, etc.) en énergie mécanique. Quand 
un moteur fonctionne, le piston 3 (fig. 13a) est animé d’un mou- 
vement alternatif (de va-et-vient) dans le cylindre 2. 
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Les nombreuses pièces du moteur qui n’influent pas sur la 
cinématique du mécanisme ne sont pas représentées sur le schéma 
de construction. 

L’axe 4 est fixé dans le piston 3 et retient la bielle 5. L’autre 
extrémité de la bielle est fixée à l’axe 6 qui est lié à son tour 
à la pièce 7 appelée manivelle. La manivelle est fixée rigidement 
à l’arbre 8 animé d’un mouvement de rotation dans des paliers 
fixes. Pour la représentation constructive, l'arbre 8, la manivelle 
7 et l'axe 6 sont toujours exécutés en un bloc appelé vilebrequin. 
Sur la fig. 13a, ils sont représentés séparément afin de suivre 
aisément la description qui va suivre. 

Le cylindre est la partie immobile du moteur qui se trouve en 
contact avec la culasse et le piston. La culasse est rigidement 
liée au cylindre, c'est pourquoi elle ne constitue pas un couple 
cinématique; pour certaines raisons technologiques on doit la 
fabriquer séparément du cylindre. Le piston peut être en mouve- 
ment par rapport au cylindre et c'est pour cela que l’ensemble 
piston-cylindre forme Îles chaînons du couple cinématique. C'est 
un couple inférieur parce que les chaînons sont en contact super- 
ficiel. C’est un couple de translation puisque le mouvement de 
rotation du piston dans le cylindre est impossible, car avec le 
piston, l’axe 4, en liaison avec ce dernier, serait animé d’un mou- 
vement de rotation, ainsi que la bielle et toutes les autres pièces 
du moteur y compris le bâti avec le cylindre. 

Le piston 4 est un chaînon mobile du couple de translation; 
le cylindre 2 est un chaînon immobile guidant le mouvement du 
chaînon mobile. Sur le schéma cinématique, le cylindre est repre- 
senté par un segment de droite hachuré symbolisant l’immobilité 
du chaînon, le piston est représenté sous forme de curseur comme 
il est admis de représenter tout chaînon mobile d’un couple de 
translation. 

L'arbre & est fixé rigidement à la pièce 7 et, par conséquent, 
cet ensemble ne constitue pas un couple cinématique, mais forme 
avec cette pièce un des chaînons mobiles. L’arbre 8 est animé 
d’un mouvement de rotation dans le palier cylindrique fixe non 
représenté sur la fig. 13a en constituant avec ce palier le couple 
de rotation À. 

En réalité, l'arbre repose non pas sur un seul support, mais 
sur deux ou plusieurs et dans ce dernier cas, tous ces supports 
appartiennent à un même chaînon fixe. 

Sur le schéma de construction l’axe géométrique de l'arbre 8 
perpendiculaire au plan du croquis coupe le prolongement de 
l’axe géométrique, commun au cylindre et au piston, sous un 
angle droit. C’est pourquoi sur le schéma cinématique Île centre 
de rotation du couple À doit se trouver sur le prolongement de 
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la droite constituant le chaînon fixe du couple de transla- 
tion. 

La pièce 7 constitue avec la pièce 5 un couple de rotation. 
Sur le schéma cinématique, ce couple est indiqué par la lettre B. 
Sur le schéma de construction, la distance entre les axes géomé- 
triques des pièces 6 et 8 est déterminée et ne varie pas; sur le 
schéma cinématique, pour l'échelle considérée, on doit conserver 
cette même distance pour les centres des cercles qui représentent 
les couples À et B. Ainsi, sur le schéma cinématique, le vile- 
brequin du moteur est représenté par le chaînon AB. 

Sur le schéma de construction, la pièce 5 (bielle) forme un 
couple de rotation avec le piston 3 et la pièce 7. Sur le schéma 
cinématique, la bielle est représentée par le chaînon BC. La dis- 
tance entre les centres de rotation des couples B et C. pour 
l'échelle considérée sur le schéma cinématique. doit être égale à 
la distance entre les axes de ces couples du schéma de construc- 
tion. 

Le schéma cinématique du moteur donné sur la fig. 13 b re- 
présente une chaîne cinématique fermée à un chaînon fixe, trois 
chaînons mobiles, un couple de translation et trois couples de 
rotation. 


6. DEGRÉS DE LIBERTÉ DES CHAÎNES CINÉMATIQUES PLANES 


La position du chaînon AB (fig. 14) sur le plan est définie 
par trois paramètres : les deux coordonnées d’un point quelconque 
du chaînon et l’angle formé par le chaînon avec un des axes de 
coordonnées. En faisant varier les trois paramètres, le chaînon 
libre du plan jouit de trois degrés 
de liberté; de plus, pour aboutir à 
une position donnée d’avance, on 
peut utiliser les degrés de liberté in- 
dépendamment de l’ordre dans lequel 
on les choisit. 

En utilisant successivement les 
trois degrés de liberté, pour un mou- 
vement d’un plan sur un plan, le 
chaînon peut passer de la position 
AB à une autre position donnée Fig. 14 
ab de la manière suivante: 

1) on le déplace parallèlement à lui-même dans la direction 
parallèle à l’axe des x jusqu'à ce que le point À coïncide avec 
la perpendiculaire à l’axe des x abaissée du point a; par ce dé- 
placement, le chaînon AB occupe la position 4,B, ; 
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2) de la position 4,B,, on le déplace parallèlement à lui-même 
dans la direction parallèle à l'axe des y jusqu’à ce que le point 
À, coïncide avec le point a; ce déplacement a pour résultat de 
faire passer le chaînon de la position À4,B, à la position aB,; 

3) faire tourner le chaînon autour du point a de manière à ce 
que le point B, coïncide avec le point 0. 

Deux chaînons qui ne sont pas en liaison jouissent de six de- 
grés de liberté dans un mouvement d’un plan sur un plan pour 
pouvoir être amenés à coïncidence quand ces chaînons occupent 
deux positions quelconques préalablement données. Deux chaïînons 
formant un couple cinématique en mouvement d’un plan sur un 
plan, c'est-à-dire conservant leur position relative, jouissent seu- 
lement de trois degrés de liberte comme dans le cas d’un chaînon. 
Mais dans un couple cinématique, les chaînons peuvent toujours 
être animés de mouvements relatifs. Les chaînons d’un couple de 
rotation jouissent d’un degré de liberté supplémentaire permettant 
la rotation d’un des chaînons autour du centre du couple, tandis 
que les chaînons du couple de translation ont la possibilité de 
glisser l’un sur l'autre. Contrairement aux chaïînons des couples 
inférieurs, les chaînons des couples supérieurs pour un déplace- 
ment relatif peuvent jouir de deux degrés de liberté, un de 
glissement et l’autre de roulement d'un chaïnon sur l’autre. 

Par conséquent, le couple inférieur retranche deux degrés 
de liberte aux deux chaînons, ou comme il est admis encore de 
dire impose deux liaisons; le couple supérieur 
impose une liaison. 

Toute chaîne cinématique appartenant à une machine doit être 
fixée rigidement au bâti de la machine par l’un de ses chaïînons. 
Pour un chaînon fixe, appelée support, la formule de la structure 
d'une chaîne cinématique plane est de la forme 


3n—2p—k=W, (1) 


où n est le nombre des chaînons mobiles ou le nombre de tous 
les chaînons excepté celui qui tient le rôle de support; 

p le nombre de couples inférieurs ; 

k le nombre de couples supérieurs ; 

W le nombre de degrés de liberté ou encore le nombre des 
paramètres indépendants. | 

Le nombre de degrés de liberté d'une chaîne cinématique par 
rapport à un chaînon fixe, contrairement au nombre de degrés de 
liberté de cette chaîne, sans prendre en considération les chaînons 
fixes, s'appelle degré de mobilité de la chaîne cinématique. Dans 
la suite, nous n'aurons pas à considérer des chaînes cinématiques 
démunies de chaînons fixes. 
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Pour établir la formule (1), on suppose que chaque chaînon 
introduit dans la chaîne cinématique trois degrés de liberté et que 
chaque couple inférieur en supprime deux. Mais on peut se re- 
présenter une chaîne cinématique exempte de couples supérieurs 
dont tous les chaînons sont privés de mouvement de rotation, 
c'est-à-dire que les paramètres angulaires sont invariables. Telles 
sont les chaînes qui ne contiennent que des couples de translation. 

Le chaînon de telles chaînes introduit non pas trois, mais deux 
degrés de liberté, et le couple cinématique inférieur (dans le cas 
considéré, il est toujours de translation) impose non pas deux, 
mais une liaison. 

Donc, pour déterminer le nombre de degrés de liberté d’une 
chaîne cinématique ne contenant que des couples de translation, 
il faut partir de la formule 


W—=On— p, (2) 


où W est le nombre de degrés de liberté; 

n le nombre de chaînons mobiles; 

p le nombre de couples de translation. 

Les chaînes cinématiques ne contenant que des couples de 
translation n'ont des applications pratiques que dans des cas très 
restreints. 

Le nombre de degrés de mobilité, égal au nombre des para- 
mètres indépendants, caractérise la mobilité de la chaîne cinéma- 
tique. Lorsque le nombre de degrés de mobilité est nul, tous les 
chaînons ne peuvent occuper qu’une seule position déterminée et 
ne peuvent la quitter vu le manque de paramètres indépendants, 
c’est-à-dire à cause de l'impossibilité de mettre en mouvement un 
chaînon quelconque. Pour W degrés de mobilité, une configuration 
réciproque déterminée de tous les chaînons est obtenue après les 
déplacements de un ou de plusieurs chaînons utilisant tous les W 
paramètres indépendants. Pendant le mouvement d’un nombre 
quelconque de chaînons se déplaçant suivant des lois données et 
utilisant tous les paramètres indépendants, les chaïnons restants 
seront animés d’un mouvement parfaitement déterminé. 

Les chaînons dont les lois de mouvement sont supposées don- 
nées au cours de l'étude de la chaîne s'appellent menants; les 
chaînons restants s'appellent menés. Il ne faut pas confondre les 
chaînons menants avec ceux qui sont mis en mouvement par des 
forces extérieures. Ces chaînons, pour les distinguer des chaînons 
menants, seront appelés chaînons moteurs. Le chaînon menant peut 
être moteur mais aussi peut ne pas l'être. 

Pour mieux comprendre ce qui vient d’être exposé examinons 
quelques exemples. 
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Sur la fig. 15, on donne le schéma d’une chaîne à trois chaîi- 
nons dont l’un (support) AC est immobile et trois couples de 
rotation À, B. C. Pour n=2, p=3 et k—0, le nombre de degrés 
de mobilité d’après la formule (1) est 


3-2—2-.3—0—=0. 


Par conséquent, il n’y a pas de paramètre indépendant et donc 
la chaîne est fixe, ce qui d’ailleurs est évident. 

En remplaçant dans la chaîne cinématique (fig. 15) le couple 
de rotation B par un couple supérieur, on obtient la chaîne don- 
née à la fig. 16. Le couple supé- 
rieur permet aux trois chaînons 
de changer leur position l’un par 
rapport à l'autre et c'est pour- 
quoi la rotation d’un des chai- 
nons d’un angle quelconque en con- 
servant le contact dans le couple 
B est possible. Mais quand le 
chaînon ayant subi une rotation 
aura pris une position détermi- 
née, l’autre ne pourra plus tourner: sa rotation dans une direction 
sera empêchée par le premier chaînon, tandis que la rotation dans 
le sens opposé avec cessation de contact avec le premier chaînon 
fera disparaître le couple supérieur et transformera la chaîne ciné- 
matique fermée en chaîne ouverte. Par conséquent, le nombre de 
degrés de mobilité de la chaîne est égal à un, ce qui découle de 
la formule (1): 


» 
T 
o 


Fig. 195 


3:2—2.2—]=|, 


Sur la fig. 17, on donne une chaîne à trois chaînons mobiles 
et à quatre couples de rotation. D’après la formule (1), on a 


3:3—2-4—0=]. 


Pour une rotation d'angle quelconque du chaînon AB, tous 
les chaînons prennent une position déterminée puisque le mouve- 
ment de l’un des chaïînons restant est impossible sans changer une 
seconde fois la position du point B. On a un résultat semblable 
si on considère le chaînon CD à un paramètre indépendant. Il en 
découle que le chaînon BC peut faire changer librement la posi- 
tion de l’une de ses extrémités seulement, tandis que la position 
de l’autre extrémité dépend entièrement de celle de la première. 

Par conséquent, le résultat obtenu ci-dessus d’après la formule 
(1) est exact. 
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Sur la fig. 18, on a représenté une chaîne à quatre chaînons 
mobiles et à cinq couples de rotation. D’après la formule (1), on a: 


3-4—2.5—0—2. 


Pour une rotation du chaînon AB, on utilise un degré de 
mobilité et on détermine la longueur du côté imaginaire BE du 
quadrilatère BCDE. Quand les points B et E sont immobiles, les 
chaînons de la chaîne BCDE disposent d'un degré de mobilité, 
ce qui’a déjà été établi dans le cas de la chaîne représentée sur 
la fig. 17. On arrive à un résultat semblable si, au lieu de prendre 
le chaînon AB, on fait tourner le chaînon DE. Par conséquent, 


£ [A 


Fig. 17 Fig. 18 


la chaîne représentée sur la fig. 18 dispose de deux degrés de 
mobilité, ce qui confirme l'exactitude du résultat obtenu à l’aide 
de la formule (1). 

Dans cette chaîne, chacun des chaînons AB et DE ne peut 
utiliser qu'un seul paramètre indépendant, tandis que chacun des 
chaînons BC et CD, en passant à une autre position, peut utili- 
ser deux paramètres indépendants. Ainsi, le chaînon BC, en fai- 
sant changer la position du point B, utilise un paramètre indé- 
pendant, le point B se déplaçant suivant une circonférence de rayon 
AB peut faire varier arbitrairement une seule coordonnée; après 
que le point B ait occupé une nouvelle position, le point C se 
déplaçant sur la circonférence de rayon BC peut également faire 
varier arbitrairement une de ces coordonnées. 

Ainsi, tous les chaïnons de la chaîne représentée (fig. 18) se 
déplacent de manière bien déterminée aussi bien pour les deux 
chaînons menants AB et DE que pour un chaînon menant BC 
ou CD. 

Ainsi, après avoir déterminé le nombre de degrés de mobilité 
d’une chaîne cinématique plane, nous pouvons résoudre le pro- 
blème relatif au nombre de chaînons menants différemment en fonc- 
tion du nombre de degrés de mobilité dont disposent les chaînons 
choisis comme menants. En pratique, on peut toujours prendre 
comme menants les chaînons à un degré de mobilité. Ainsi le 
nombre de degrés de mobilité d’une chaîne cinématique plane 
peut être pris égal au nombre possible de chaînons menants de 
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cette chaîne. En outre, un des chaînons de la chaîne cinématique 
est pris pour support et tous les autres sont en mouvement sui- 
vant des lois bien déterminées. 

La formule (1) permet même pour une chaîne compliquée de 
résoudre rapidement la question relative au nombre de chaînons 
menants, nécessaire pour que le mouvement de tous les chaînons 
menés soit déterminé. 


7. MÉCANISME ET MACHINE 


On appelle mécanisme tout système de chaïînons en liaison 
réciproque destinés à accomplir des mouvements prédéterminés. 

On appelle machine tout mécanisme ou tout complexe de méca- 
nismes destinés à accomplir un travail utile, lié à un processus 
de production, à la transformation de l'énergie, au transport. 

La liaison entre les chaînons est réalisée, comme nous le 
savons, à l’aide d’assemblages en couples cinématiques. Dans le 
type le plus simple, un mécanisme quelconque peut être constitué 
par un système de deux chaïînons en liaison formant un couple 
cinématique dont l’un, mobile, peut accomplir un mouvement 
déterminé et l’autre, fixe, est nommé support. Un mécanisme plus 
complexe à un chaînon fixe possédant plusieurs chaïînons mobiles 
réunis en couples cinématiques est donné par une chaîne cinéma- 
tique fermée. Tous les chaînons d’une telle chaîne peuvent être 
mis en mouvement quand un ou plusieurs chaïinons, appelés 
menants, sont en mouvement suivant des lois données. Le nombre 
nécessaire de chaïnons menants pour un mouvement déterminé et 
le nombre de chaînons menés peuvent être calculés d’après la 
formule (1) de structure des mécanismes plans appelée formule de 
Tchébychev. Découverte pour la première fois par l’académicien 
P. Tchébychev en 1869 pour les mécanismes à couples de rotation 
seulement, elle a été par la suite généralisée aux mécanismes 
constitués de couples supérieurs en plus des couples inférieurs des 
deux types. 

Dans la majorité des cas, on a affaire à des mécanismes ne 
comportant qu'un seul chaînon menant: dans la suite, nous ne 
considérerons que de tels mécanismes. Pour ces mécanismes, la for- 
mule de Tchébychev est 


3n—2p—Rk=|1. (3) 


Etant donné que la formule (1) n’a été établie que pour les 
chaînes cinématiques planes, la formule (1) et la formule (3) qui 
en découle ne se généralisent pas aux chaînes cinématiques gauches 
ou spatiales. 
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8. CLASSIFICATION DES MÉCANISMES 


Dès la fin du XVIII siècle, les savants ont proposé différents 
systèmes de classification des mécanismes. Mais aucun d’entre eux 
n'a exercé une influence tant soit peu significative sur le déve- 
loppement de la science des mécanismes. On a proposé des systè- 
mes de classification basés sur le groupement des mécanismes 
d’après le critère de transformation des mouvements (par exemple, 
transformation du mouvement rectiligne en mouvement curviligne, 
du mouvement continu en mouvement périodique), d’après le cri- 
tère de transformation des vitesses, d’après la nature des liaisons 
entre les chaînons des mécanismes, etc. Ces classifications n'ex- 
cluent pas la possibilité d'inclure dans un même groupe des méca- 
nismes complètement dissemblables par leur structure et qui, par 
conséquent, ne peuvent être étudiés simultanément. 

En 1916, L. Assour, professeur à l’Institut polytechnique de 
Pétersbourg, a proposé une classification qui eut une heureuse 
influence sur le développement de la science des mécanismes. 
Cette classification ne groupait que les mécanismes constitués par 
des couples inférieurs, mais par la suite, grâce aux travaux des 
savants soviétiques, la classification d’Assour a été généralisée 
aux mécanismes à couples supérieurs. 

La relation qui existe entre le nombre de chaïnons mobiles et 
le nombre de couples dans les mécanismes ne contenant pas de 
couples supérieurs, d’après la formule (3), est donnée par l’équation 


an = 2p-+ |. (4) 

Cette équation est satisfaite pour les valeurs entières suivantes 
des variables nr et p: 

n=2t+1l;] _ 

p=3t41, | @) 


où {0 entier quelconque. 

En donnant successivement à la variable indépendante f{ des 
valeurs croissantes à partir du zéro, nous obtenons pour un méca- 
nisme donné tous les nombres possibles de chaînons mobiles et 
de couples inférieurs. 

Pour f—0, on a n—=p—1l et, par conséquent, on obtient les 
schémas de mécanismes très répandus donnés sur les fig. 19 et 20. 
Les mécanismes à un chaînon mobile et à un couple dans lequel 
le chaînon mobile est en liaison avec le chaînon fixe, d’après la 
classification d’Assour, sont des mécanismes de la classe I et de 
1er ordre. 

Pour f— 1, on a n—3, p—4. Les mécanismes à trois chaînons 
mobiles et à quatre couples inférieurs peuvent être obtenus par 


2* 
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adjonction aux mécanismes de classe I et de I" ordre d’un groupe 
composé de deux chaïînons, appartenant à trois couples cinéma- 
tiques. Un tel groupe s'appelle groupe de classe I et de 2° 
ordre ou groupe à double guidage. Dans ce groupe un 
couple cinématique est formé par la liaison de deux chaînons sur 
les extrémités desquels sont disposés les éléments des couples ciné- 
matiques dans lesquels les chaînons sont en liaison avec deux 
chaînons différents d’un mécanisme quelconque. Quand on ajoute 
un groupe à double guidage à un mécanisme, c'est-à-dire quand 
on augmente de deux le nombre de chaînons mobiles du mécanisme 
et de trois le nombre de couples inférieurs, le nombre de degrés de 
mobilité d'après la formule (1) reste 
invariable. En fonction du nombre de 
couples de rotation et de translation 
—2C+ 77 inclus dans le groupe et de leur con- 
figuration réciproque, les groupes peu- 
Fig. 19 Fig. 20 vent être de différents types. Deux types 
différents de couples inférieurs peuvent 
être disposés au milieu entre les chaînons et aux extrémités des 
chaînons de 2°=—8 manières différentes, indiquées par les com- 
binaisons ci-dessous formées à l’aide des lettres R et T désignant 
respectivement couple de rotation et couple de translation: 


n°‘ des combinaisons | 2 3 4 5 6 7 8 


RRR RRT RTR RTT TRR TRT ITR ITT. 


Parmi ces huit cas possibles, il faut supprimer les combinai- 
sons n°5 et n°7, puisque, sous forme retournée, la combinaison 
n°5 est une répétition de la combinaison n°2, et la combinaison 
n°7 de la combinaison n°4. La combinaison n°8 n'est pas accep- 
table pour désigner un mécanisme à un degré de mobilité par 
voie d’adjonction à un mécanisme fondamental de classe I et de 
1" ordre puisqu'elle ne contient que des couples de translation 
et que pour les chaînes cinématiques composées seulement de cou- 
ples de translation c’est la formule (2) qui est satisfaite et non la 
formule (1). D’après cette formule, on trouve le nombre de degrés 
de mobilité des groupes ne renfermant que des couples de trans- 
lation (combinaison n°8), W — 1. L’adjonction d’un tel groupe à un 
mécanisme entraîne l’augmentation du nombre de degrés de mobi- 
lité du mécanisme d'une unité. 

Ainsi, pour les mécanismes constitués de trois chaînons mobi- 
les et de quatre couples inférieurs, cinq types seulement de grou- 
pes à double guidage sont compatibles. En ajoutant les cinq 
groupes différents à double guidage aux mécanismes de classe I et 
de 1 ordre, on peut obtenir plusieurs mécanismes différents 
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à trois chaînons mobiles et à quatre couples inférieurs. Sur Îles 
fig. 17 et 21, on donne les schémas de deux mécanismes sembla- 
bles souvent appliqués dans la technique moderne. 

Pour f—2, on obtient n—5, p—7. Les différents mécanismes 
à cinq chaînons et à sept couples peuvent facilement être obtenus 
par voie d’adjonction de différents groupes à double guidage aux 


Fig. 21 Fig. 22 


différents mécanismes à trois chaînons mobiles et à quatre cou- 
ples. Sur les fig. 22 et 23, on a représenté deux de ces mécanismes 
parmi les nombreux mécanismes possibles. 

En augmentant ! chaque fois d’une unité, on obtient des méca- 
nismes de plus en plus complexes. Chaque mécanisme de com- 
plexité successive s'obtient du précédent par voie d’adjonction 
à deux chaînons différents d'un groupe de classe I et de 2° ordre. 
Tous les mécanismes obtenus en partant du mécanisme fondamen- 
tal de classe I et de 1° ordre, par voie d’adjonction successive 
de groupe de classe ÏI et de 
2° ordre, sont d’après la clas- 
sification d'Assour des méca- 
nismes de classe I et de 2° 
ordre. 

Les mécanismes de classe 
I et de 2° ordre sont souvent Fig. 23 
appliqués en technique; en 
outre, l’adjonction d’un groupe de 2° ordre au mécanisme fonda- 
mental peut donner des mécanismes à un grand nombre de chaïnons 
et de couples cinématiques. Pour passer du mécanisme fondamen- 
tal au suivant en complexité, c’est-à-dire à un mécanisme avec 
n—=3 et p—4, il faut ajouter au mécanisme fondamental deux 
chaînons à trois couples, mais deux chaînons à trois couples ne 
sont possibles que dans un seul cas, c'est-à-dire sous la forme d’un 
groupe à double guidage; ainsi, les mécanismes avec n=3 et 
p=4 ne peuvent être formés que d’une seule manière. Mais déjà 
lors du passage à un mécanisme plus complexe, mécanisme avec 
n=5 et p—7, on peut se poser la question suivante: peut-on 
l'obtenir autrement que par double adjonction d’un groupe à 
double guidage ? 

Un autre procédé de formation des mécanismes à cinq chaînons 
et à sept couples peut être obtenu seulement par adjonction au 
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mécanisme fondamental d’un groupe, constitué de quatre chaînons 
et de six couples qu’il serait impossible de diviser en deux grou- 
pes à double guidage. Le groupe à triple guidage représenté sur 
la fig. 24 satisfait à cette exigence. Un mécanisme composé d’un 
mécanisme fondamental et d'un tel groupe, a une structure qui 
diffère de la structure d’un mécanisme de classe I et de 2° ordre 
constitué de cinq chaînons mobiles et de sept couples. 

Un groupe à triple guidage s’appelle groupe de classe I et de 
3° ordre et tous les mécanismes contenant un ou plusieurs de ces 
groupes en présence ou en absence d’un nombre quelconque de 


LUZ 


Fig. 24 Fig. 25 


groupes de classe I et de 2° ordre s'appellent mécanismes de classe 
I et de 3° ordre. 

Le groupe de classe I et de 3° ordre, tout comme le groupe 
de classe I et de 2° ordre, peut, sous plusieurs aspects, dépendre 
du nombre de couples de rotation et de couples de translation, 
ainsi que de leur configuration réciproque. Un des nombreux 
mécanismes de classe Ï et de 3° ordre possible à cinq chaînons 
mobiles et à sept couples est représenté sur la fig. 25 (quand le 
chaînon qui se trouve à l'extrémité gauche est menant). 

De même, on peut obtenir les groupes et les mécanismes d'or- 
dres supérieurs et, pour lescomplications ultérieures, les classes 
supérieures. Nous ne nous arrêterons pas sur l’étude de ces méca- 
nismes puisque la majorité des mécanismes qui ont une applica- 
tion dans la technique moderne, d’après la classification d'Assour, 
doivent appartenir aux mécanismes de classe I et de 1° ou 2° 
ordre. 

Ainsi, tout mécanisme, indépendamment de sa complexité et 
de sa structure, peut être obtenu d’après Assour par voie d’ad- 
jonction successive de groupes de différentes classes et ordres au 
mécanisme fondamental de classe Ï et de 1‘ ordre. C’est pour- 
quoi l’analyse cinématique et dynamique d'un mécanisme quel- 
conque, indépendamment de sa complexité et de ses formes cons- 
tructives, peut être réduite à la séparation successive des groupes 
adjonctifs à partir du dernier ajouté et à l'analyse des différents 
groupes. 
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9. SUBSTITUTION DES COUPLES SUPÉRIEURS PAR DES COUPLES 
INFÉRIEURS 


Pour déterminer la classe et l’ordre d’un mécanisme à couples 
supérieurs, ces derniers doivent être conventionnellement rempla- 
cés par des couples inférieurs. 

Représentons-nous un mécanisme à trois chaînons et à un 
couple supérieur (fig. 26) don les profils curvilignes des chaînons 
sont des circonférences. Pendant le mouvement des chaînons le 
point de contact des profils se trouve constamment sur la droite 
BC joignant les centres des circonférences. Pour un mouvement 


Fig. 27 Fig. 28 


donné de l’un des chaînons, le mouvement de l’autre s'effectue 
de la même manière que s’il n’y avait pas eu de couple supérieur, 
celui-ci étant remplacé par le chaînon BC avec les couples de 
rotation B et C. En remplaçant le couple supérieur par un chaîi- 
non à deux couples de rotation, nous obtenons à la place d'un 
mécanisme à trois chaînons représenté sur la fig. 26, un méca- 
nisme connu de classe I et de 2° ordre représenté sur la fig. 17. 

Les centres des cercles sur la fig. 25 sont les centres de cour- 
bure des profils des chaînons des couples supérieurs. 

Le procédé de substitution du couple supérieur reste sans chan- 
gement même dans le cas où les profils ne sont pas des circonfé- 
rences, mais des courbes quelconques. Les vitesses et les accélé- 
rations ne changent pas si les articulations B et C coïncident 
avec le centre de courbure. Le point de contact des profils se 
trouve toujours sur la courbe qui passe par les centres de coui- 
bure et, par conséquent, la substitution d’un couple supérieur par 
un chaînon à deux couples de rotation est également possible. 
Pour des profils curvilignes des chaïînons des couples supérieurs 
autres que des arcs de circonférence mais à d’autres courbes, Îles 
rayons de courbure des profils aux points de coniact seront diffé- 
rents pour différentes positions des chaînons, ce qui n'a aucune 
importance pour la détermination de la classe et de l’ordre du 
mécanisme. 

Si le profil de l’un des chaînons du couple supérieur est recti- 
ligne (fig. 27), alors le rayon de courbure de ce profil est infini 


24 Analyse de la structure des mécanismes plans 


au point de tangence. Dans ce cas, un couple de rotation est placé 
au centre de courbure du profil curviligne et l’autre se réduit à un 
couple de translation (fig. 28). Dans ce cas, également, nous obte- 
nons un mécanisme de classe I et de 2° ordre. 


10. TYPES DE MÉCANISMES LES PLUS RÉPANDUS 


Les types de mécanismes plans à couples inférieurs les plus 
répandus dans la technique moderne sont les mécanismes de classe 
I et de 1° ou 2° ordre. 

Le mécanisme de classe I et de 1‘ ordre, représentant un 
chaînon mobile relié au support en un couple de rotation était déjà 
utilisé dans l'Antiquité (par 
exemple, la roue sur son es- 
sieu) ;, il est largement appliqué 
à l'heure actuelle et le sera 
sans conteste par la technique 
de l’avenir. Le moteur électrique 
est un mécanisme dont le schéma 
est celui qu’on vient de décrire 


Fig. 31 


et dans lequel le chaînon mobile est le rotor rigidement fixé à 
l'arbre tournant librement sur les paliers du bâti immobile. La pom- 
pe centrifuge représentée schématiquement sur la fig. 29 est un mé- 
canisme semblable au précédent dont le chaînon mobile est l’arbre 
1 sur lequel sont fixées les palettes 2 à l’aide desquelles le liquide 
est aspiré dans la pompe par la rotation de l'arbre et en est refoulé 
dans le conduit d'évacuation 3. (Le conduit d'aspiration n'est pas 
représenté sur la fig. 29 ; il est disposé perpendiculairement au plan 
du dessin et c’est pourquoi il ne peut pas être représenté sur cette 
vue.) La turbine hydraulique et la turbine à vapeur sont des 
mécanismes du même type; pour chacune d'elles, le chaînon mobile 
est encore l’arbre à palettes acceptant l'énergie de l’eau ou de la 
vapeur véhiculée vers la turbine. 

Un exemple de mécanisme de la classe I et de 1° ordre qui 
soit un chaînon mobile formant avec le support un couple de 
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translation est donné par marteau pneumatique représenté schéma- 
tiquement sur la fig. 30 dont le support est constitué par le 
cylindre à vapeur / et les glissières 2 du marteau et le chaïînon 
mobile par le piston 3 avec la tige du piston 4 reliant le piston 
au marteau 5. Quand on lâche la vapeur dans la partie inférieure 
du cylindre, le piston et, par suite, le marteau sous l’action de 
la pression de la vapeur se déplacent vers le haut ; quand on évacue 
la vapeur (par une ouverture non indiquée sur la fig. 30), sous 
son propre poids le marteau entraînant le piston retombe sur la 
pièce à forger 6, posée sur l’enclume. 

De même, le mécanisme représentant schématiquement sur la 
fig. 31 une pompe à piston à vapeur, est un mécanisme analogue 
au précédent où le cylindre à vapeur / et le cylindre hydraulique 
3 forment le support; les pistons 2 et 4 réunis entre eux consti- 
tuent le chaînon mobile. Quand on introduit la vapeur dans la 
partie gauche du cylindre à vapeur /, le piston 2 chasse de la 
partie droite du cylindre la vapeur utilisée pendant la course pré- 
cédente. De plus, dans le cylindre hydraulique, le liquide qui se 
trouve dans la partie droite est chassé dans le conduit d’évacua- 
tion de la pompe, tandis que dans la partie gauche, le liquide 
est aspiré à partir de la conduite d’aspiration. Quand on lâche la 
vapeur dans la partie droite du cylindre 7, l’aspiration s'effectue 
dans la partie droite et l’échappement, dans la partie gauche du 
cylindre hydraulique. Sur la fig. 31, les conduits pour la vapeur 
et le liquide, ainsi que les orifices automatiques de fermeture par 
l’intermédiaire desquels les cylindres sont reliés aux conduits ne 
sont pas indiqués. 

Les mécanismes de classe I et de 1°" ordre sont largement 
appliqués non seulement dans la technique moderne, mais aussi 
dans toute une série d'installations à usage courant et à transmis- 
sion manuelle. De plus, le mécanisme de classe I et de 1°* ordre 
entre en qualité de mécanisme fondamental dans la composition 
de tous les mécanismes de classes et d’ordres supérieurs. 

Parmi tous les types possibles de mécanismes de classe I et 
de 2° ordre, les deux mécanismes suivants sont les plus répandus : 
le mécanisme articulé à quatre chaînons (voir fig. 17) 
et le mécanisme bielle-manivelle (voir fig. 21). 

Chaque chaînon AB et CD du mécanisme articulé à quatre 
chaînons, en fonction des dimensions relatives de tous les chaînons, 
peut accomplir soit un tour complet autour de l'axe du couple de 
rotation soit seulement une portion de tour. Dans le premier cas, 
le chaînon prend le nom de manivelle et dans le second cas, 
de fléau. Le chaînon BC est appelé bielle. En technique, 
sous des formes très variées, en fonction des longueurs relatives des 
chaînons, on a affaire à des mécanismes articulés à quatre chaînons 
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et à une ou à deux manivelles, soit encore à deux fléaux. Le 
chaînon mobile, dans la plupart des cas, est un chaînon animé 
d’un mouvement de rotation, tandis que le chaînon accomplissant 
le travail utile est soit un autre chaînon animé d'un mouvement 
de rotation soit la bielle. 

On donne sur la fig. 32 le schéma d’un mécanisme à fléau 
mobile qui a des applications dans les différents types de machi- 
nes-outils à transmission à pédales (tour, machines à coudre, etc.). 
Dans ces mécanismes le fléau CD sous l'action de la pédale est 


Es 
\ 


Fig. 32 Fig. 33 


animé de mouvements oscillatoires s’écartant d’un angle infime de 
sa position moyenne. 

Pour que le mouvement de bas en haut du fléau puisse s’accom- 
plir par inertie on fixe rigidement sur l'arbre À une pièce massive 
1 par l'intermédiaire de laquelle à l’aide d’un cordon ou par tout 
autre moyen on anime d’un mouvement de rotation l’autre arbre 
2 sur lequel est fixé l'outil de travail. 

On donne sur la fig. 33 le schéma d’un pétrin mécanique arti- 
culé à quatre chaînons pour lequel la manivelle est le chaînon 
mobile et la bielle, le chaînon qui est lié à l'outil de travail. 
Quand on anime la manivelle d’un mouvement de rotation, l’ex- 
trémité de la pièce Z fixée rigidement à la bielle BC décrit une 
courbe fermée à l’intérieur du récipient contenant la substance à 
malaxer à l’aide d’un autre mécanisme qui n’est pas représenté 
sur le schéma. 

Un mécanisme articulé à quatre chaïînons et à une manivelle 
est fréquemment construit sous la forme d’un mécanisme à excen- 
trique comme on le voit sur la fig. 34. Dans ce mécanisme la 
manivelle AB est exécutée sous la forme d’un disque cylindrique 
en rotation autour de l'arbre À qui se trouve à la distance AB 
de l’axe géométrique B de la surface cylindrique du disque. Le 
disque est retenu par la bielle BC, l’axe B étant l’axe du couple 
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de rotation réunissant la bielle à la manivelle et la surface 
cylindrique du disque étant la surface de contact des chaînons 
de ce couple. 

Un mécanisme articulé à quatre chaînons et à deux manivelles 
est fréquemment appliqué sous la forme de mécanisme à chaînons 
égaux et disposés l’un en face de l’autre (fig. 35). 

Un tel mécanisme est dit parallèle ou parallélogramme. Le 
mécanisme représenté sur la fig. 36 est appelé antiparallèle ou 
antiparallélogramme. 

Les mécanismes à deux manivelles de longueur inégale ne sont 
guère répandus. 


Fig. 35 Fig. 36 


Le mécanisme bielle-manivelle (voir fig. 13 b et 21) est construit, 
dans la plupart des cas, de manière que l’axe immobile du couple 
de rotation À soit situé sur le prolongement du couple de transla- 
tion guidant le chaînon mobile appelé coulisseau. 

Le mécanisme bielle-manivelle qui permet de transformer le 
mouvement de rotation en mouvement de translation et inverse- 
ment est le plus répandu des mécanismes à quatre chaînons appli- 
qués dans la technique moderne. Ce mécanisme qui se trouve à 
la base de tous les moteurs à piston (machines à vapeur, moteurs 
à combustion interne stationnaires, moteurs d'automobile, d’avia- 
tion et autres), des pompes à piston et des compresseurs s'applique 
fréquemment dans les constructions mécaniques d’une autre 
désignation. 

Dans le moteur à piston, le chaînon mobile formé par le cou- 
lisseau est, sur le schéma de construction, fig. 13 a, le piston guidé 
par les parois du cylindre. La surface cylindrique du piston est 
toujours construite de façon que le piston puisse glisser librement 
le long des parois des cylindres sans laisser échapper les gaz ou la 
vapeur se trouvant sous pression d’un même côté du piston. Dans 
le cas où la manivelle est en mouvement et le coulisseau guidé, 
on utilise le mécanisme bielle-manivelle dans les pompes à piston 
et les compresseurs : pendant une course du piston, le liquide 
(dans la pompe) ou le gaz (dans le compresseur) est aspiré et pen- 
dant la course inverse le liquide ou le gaz est chassé dans la 
conduite d'échappement. Dans les pompes et les compresseurs, les 
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pistons travaillent souvent suivant les deux surfaces de base: par 
l’une des bases du piston s'effectue l'aspiration et par l’autre, 
simultanément, l'échappement. Ceci est réalisé si le couple de 
rotation est en liaison directe 
non pas avec le piston, mais avec 
la pièce spéciale / (fig. 37), ri- 
gidement fixée au piston par l’inter- 
médiaire de la tige du piston 3 
passant par un dispositif 2 assurant 
l'étanchéité (appelé boîte à étou- 
pes) qui se trouve dans la culasse. 
C'est ainsi qu’on peut se représen- 
ter le mécanisme bielle-manivelle 
d’une machine à vapeur à double 
action. 

Parmi les mécanismes à cou- 
ple supérieur, les plus répandus 


1 2 J 


L) 


Fig. 37 Fig. 38 


sont les engrenages composés de deux roues dentées qui s'en- 
grènent (fig. 38a). Pendant la rotation de la roue menante, l’une 
des dents de celle-ci exerce une pression sur une autre dent de la 

roue menée la faisant tourner jusqu’à ce 


Ÿ que les deux dents se désengrènent. La 

3 ; rotation de la roue se fait de manière conti- 
nue car avant que la première paire de dents 
/2 ne se désengrène, la paire de dents suivante 


s’engrène. L’engrenage est ainsi un mé- 
canisme à trois chaïînons, dont deux à 


couples de rotation et un à couple supérieur. 
Le schéma cinematique d’un engrenage est 
donné sur la fig. 38 b. 

Fig. 39 Fig. 40 Dans les moteurs et autres installa- 


tions mécaniques, les mécanismes dits 
à came sont largement appliqués. Un mécanisme à came, 
dont le schéma est donné sur la fig. 39, se compose d'une 
came / et d’un poussoir 2. La came est en liaison avec le 
support dans le couple de rotation et avec le poussoir dans le 
couple de translation. La came et le poussoir sont en liaison dans 
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le couple supérieur. Du point de vue constructif, le contact perma- 
nent du poussoir et de la came est habituellement réalisé à l’aide 
d’un ressort. Pour réduire l'usure des surfaces en frottement, l’extré- 
mité du poussoir qui repose sur la came se présente habituellement 
sous forme de galet cylindrique en rotation libre sur l’axe. Le 
poussoir peut être employé pour remplir diverses désignations. 
Par exemple, dans les moteurs à piston, le poussoir met en mou- 
vement les soupapes qui ouvrent et ferment les orifices d'entrée 
du cylindre, pour l’admission de la vapeur ou du mélange carbu- 
rant-air, et les orifices de sortie, pour l'évacuation de la vapeur 
utilisée ou des produits de la combustion. Le mécanisme repré- 
senté sur la fig. 39 a le grand mérite de permettre à l’aide d’une 
construction très simple de transformer aisément le mouvement 
de rotation en mouvement de translation alternatif. 

La fig. 40 représente le schéma d’un mécanisme à came dans 
lequel le poussoir est remplacé par un levier en liaison avec le 
support dans un couple de rotation. De même,on doit assurer 
constamment dans ce mécanisme le contact des chaînons des 
couples supérieurs. 


CHAPITRE 11 


ANALYSE CINÉMATIQUE DES MÉCANISMES PLANS 


11. OBSERVATIONS PRÉLIMINAIRES 


Lorsque le chaînon menant est en mouvement, chaque point 
des chaînes menées est animé d’un mouvement suivant une courbe 
fermée avec des vitesses et des accélérations définies pour les dif- 
férentes positions du mécanisme. Pendant l'analyse cinématique 
on détermine les vitesses et les accélérations de différents points 
du mécanisme et, dans certains cas, on doit prendre en considéra- 
tion (voir, par exemple, le mécanisme de la fig. 33) la trajectoire 
de points particuliers. 

On procède à la détermination des vitesses et des accélérations 
pour plusieurs (de 12 à 24) positions du chaïnon menant, ce qui 
permet de construire par points des courbes exprimant la dépen- 
dance des vitesses et des accélérations en fonction des positions 
du chaînon menant. D'après les courbes construites on peut déter- 
miner les vitesses et les accélérations pour d’autres positions non 
étudiées du chaînon menant. 

Pour pouvoir déterminer graphiquement la vitesse et l’accélé- 
ration d’un point quelconque du mécanisme, quelle que soit la 
position du chaînon menant, il est nécessaire, pour cette position, 
de dessiner les positions de tous les chaînons menés. 


12. DÉTERMINATION DES POSITIONS D'UN MÉCANISME 


Comme nous le savons, tout mécanisme de classe I et de 2° ordre 
ne comportant pas de couples supérieurs, indépendamment de sa 
complexité, peut être constitué par voie d’adjonctions successives 
de groupes à double guidage au mécanisme fondamental de classe 
I et de 1°" ordre. Pour une position quelconque du chaînon menant 
les positions des chaînons de tous les groupes à double guidage, 
en commençant par le premier groupe ajouté, peuvent être construi- 
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tes facilement à l’aide du compas et de la règle. Expliquons-le 
sur un exemple. 

Sur la fig. 41 a, on a représenté le schéma d’un mécanisme de 
classe [ et de 2° ordre à huit chaînons composé d’un mécanisme 


Fig. 4! 


fondamental de classe I et de 1‘ ordre et de trois groupes à double 
guidage BCD, B,C D, et B.C.x. Pour une nouvelle position du chaînon 
menant AB (fig. 41b) les positions de tous les autres chaînons 
se déterminent de la manière suivante. 

|. La nouvelle position du point C est donnée par le point 
d'intersection des circonférences de rayons BC et CD passant par 
les points B et D. Des deux points d’intersection 
de ces circonférences, le point qui donne la nou- 
velle position du point C est celui à partir duquel 
on peut passer au point C en déplaçant contini- 
ment le chaînon AB à partir de la position initiale. 

2. La nouvelle position du point B, se détermine 
d'après l'invariance de sa distance aux points C et D. 

3. La nouvelle position du point C, est donnée 
par le point d'intersection des circonférences de 
rayons B,C, et CD.. Fig. 42 

4. La nouvelle position du point B, se déter- 
mine d'après l'invariance de sa distance aux points C, et D.. 

5. La nouvelle position du point C. est donnée par le point 
d'intersection du support rectiligne du couple de rotation et de la 
circonférence de rayon B.C.. 

Pour déterminer la position des chaînons d’un couple supérieur 
après modification de la position de l’un d'eux, il faut procéder 
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à des constructions plus compliquées puisque la configuration 
réciproque de ces chaînons dépend de la forme de leurs profils. 
Par exemple, après avoir fait tourner d’un certain angle le chaînon 
1 représenté sur la fig. 42 du couple supérieur autour de l’axe 
du couple de rotation À et après avoir dessiné le profil de ce 
chaïînon pour sa nouvelle position, il est nécessaire de déterminer 
le point de tangence des profils et, en fonction de ce point, l’angle 
de rotation autour de l'axe de rotation B du chaînon mené 2. 

La position des chaïînons du couple supérieur peut être déter- 
minée en utilisant des chaïînons standards. La construction se 
simplifie si les profils sont donnés par des courbes sous formes 
mathématiques, et elle devient très simple si les profils ou cer- 
taines parties des profils sont des circonférences ou des droites. 


13. PLAN DES VITESSES 


Les vitesses de points isolés d’un mécanisme se trouvant dans 
différentes positions peuvent être déterminées à l’aide des plans 
de vitesse correspondant à ces positions. Cette méthode de déter- 
mination des vitesses consiste en ce qui suit. 


Pv 
4 


CSS 


8 


Fig. 43 


Supposons connus les grandeurs et les sens des vitesses abso- 
lues des points B et D d’un corps solide en mouvement plan 
(fig. 43 a). On demande de déterminer la grandeur et le sens de 
la vitesse absolue d’un point M de ce corps. 

Convenons pour la suite de noter: 1) les vitesses absolues par 
la lettre latine v ayant pour indice la lettre représentative du 
point dont on indique la vitesse. Par exemple, v, est la vitesse 
absolue du point B; 2) les vitesses relatives par la lettre latine v 
ayant pour indice deux lettres écrites l’une à côté de l’autre, la 
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première étant le point dont on indique la vitesse et la seconde 
le point par rapport auquel on considère la vitesse, par exemple, 
Un est la vitesse du point B par rapport au point D, v,8 est la 
vitesse du point D par rapport au point B; 3) la vitesse consi- 
dérée comme un vecteur, c’est-à-dire comme une quantité ayant 


une grandeur et un sens, par la lettre latine y surmontée d'une 
petite flèche. 


En joignant les points B et D par une droite on obtient les 
schémas d’un corps sous la forme du segment de droite BD. Puis- 
que l’étude cinématique est indépendante des formes géométriques 
des corps et que la position d'un corps solide quelle que soit sa 
forme géométrique est complètement déterminée par la position 
d'un segment de droite appartenant à ce corps, on prendra donc 
par la suite en considération le schéma (fig. 43b) BD du corps 
et le point M distant de BM et DM des points B et D comme 
sur la fig. 43a. En représentant sur la fig. 43 b le corps sous 
forme du schéma BD, nous considérerons le point M qui se trouve 
en dehors de la droite BD comme un point appartenant au corps 
BD, c'est-à-dire rigidement fixé au corps. 

Par rapport à une échelle linéaire choisie, portons d’un point 


arbitraire p (fig. 43 c) les vecteurs pb et pd équipollents aux 


vitesses absolues Va et D. En réunissant les points b et d par une 
droite, on obtient le plan des vitesses du corps BD sous la 


forme du triangle pbd. Aux extrémités des vecteurs pb et pd 
les flèches qui indiquent le sens des vitesses absolues sont super- 
flues puisque le sens des vecteurs vitesses absolues issus du point 
p est évident sans ces flèches. 

Le point p s'appelle le pôle du plan des vitesses. Le vecteur 


db (dans le sens allant de d à b) représente le vecteur dapi le 


vecteur bd (dans le sens allant de b à d) représente le vecteur UPTE 

Puisque le point B par rapport au point D (c'est-à-dire à 
condition que le point D soit immobile) et le point D par rapport 
au point B ne peuvent _se mouvoir que sur une circonférence de 


rayon BD, les vitesses Usp et Ups sont dirigées seulement suivant 
la perpendiculaire à BD; ainsi, le côté bd du triangle pbd est 
perpendiculaire à BD. 

Sur le schéma du corps, les lettres majuscules B et D indiquent 
la position des points de vitesses absolues données; sur le plan 
des vitesses les lettres minuscules b et d indiquent respectivement 
les extrémités des vecteurs vitesses absolues et vitesses relatives 
de ces points. Le pôle p du plan est l’origine des vecteurs vitesses 
absolues de tous les points du corps BD. Le point du corps BD 
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dont la vitesse absolue est nulle s’appelle centre instantané de 
rotation du corps. Dans le plan des vitesses, le point représentant 
la vitesse absolue du centre instantané de rotation coïncide avec 
le pôle p. 

Etant donné que les vitesses v, et v, sont dirigées suivant la 
perpendiculaire aux rayons issus du centre instantané et passant 
par les points B et D, le centre instantané de rotation P coïncide 
avec le point d'intersection des perpendiculaires aux vecteurs 
vitesses v, et Up menés des points B et D. Le triangle PBD est 
semblable au triangle pbd et tous deux sont de même configura- 
tion. La similitude des triangles découle de la perpendicularité 
des côtés (par exemple, le côté PD est perpendiculaire au côté pd). 
La similitude de configuration consiste dans le fait que quand on 
tourne dans un même sens autour des sommets des angles des deux 
triangles, les sommets notés par les mêmes lettres se succèdent 
dans le même ordre (par exemple, en suivant le sens des aiguilles 
d'une montre les sommets se succèdent dans l’ordre PDBP et pdbp). 

Passons à présent à la détermination de la vitesse v,, Pour 
déterminer cette vitesse, il faut trouver dans le plan des vites- 
ses le point m, extrémité du vecteur vitesse absolue du point M. 

Le point M est en mouvement avec le point B et, par con- 


séquent, il se déplace à la vitesse Up de ce point qui, de plus, 
se trouve en mouvement par rapport à ce point à la vitesse u,,8. 
Donc, Ja vitesse absolue 0» est la somme géométrique des vites- 


ses DUR et dun ce qui s'exprime par l'équation vectorielle sui- 
vante: 


dy= Up + Dyp. 

Il découle du second membre de cette équation que pour dé- 
terminer le vecteur vitesse Vs qui est la somme géométrique de 
v, et de Va il faut mener le vecteur vitesse Er à l'extrémité 
du vecteur vitesse Uys et ensuite réunir par une droite l'origine 
du vecteur v4 à l'extrémité du vecteur 4. 

Nous avons déjà porté le vecteur vitesse Va, c'est-à-dire le vec- 


teur pb du plan des vitesses. Il ne reste plus qu’à construire à 
l'extrémité de ce vecteur, c’est-à-dire à partir du point b, le 


vecteur vitesse Ume- Par rapport au point B le point M ne peut 
être animé que d’ un mouvement de rotation, par conséquent le 


vecteur vitesse Vue issu du point b doit être perpendiculaire à 
la droite BM. Pour obtenir le point m sur le plan, il faut déter- 
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miner la longueur du vecteur bm et pour cela il faut connaître 


la grandeur de la vitesse v,,, qui est encore inconnue. On mènera 


donc du point b non pas le vecteur bm, mais le support de ce 
vecteur. Comme on le voit, une équation est insuffisante pour 
définir la vitesse du point M. 


+ 
Pour définir v,, nous pouvons poser une seconde équation vec- 
torielle: 


— 


+ 
En 1 remarquant que le vecteur vitesse u, représenté par le vec- 


teur pd a déjà été construit et que la vitesse ee ne peut être 
que perpendiculaire à MD, menons du point d le support de 


Mn perpendiculairement à MD. Le point m vers lequel conver- 
gent les extrémités des vecteurs vitesse absolue et vitesses rela- 
tives du point M se trouve donc simultanément sur Îles deux 
supports soit à leur intersection. En joignant le point m au 1 pôle 


p on obtient le vecteur pm représentant la vitesse absolue v M 
Pour déterminer le point m sur le plan des vitesses, nous réunis- 
sons sur le schéma le point M aux points B et D, puis après avoir 
obtenu le triangle BMD nous construisons sur le vecteur bd le 
triangle bmd des vitesses relatives semblable au triangle BMD et 
de configuration similaire. On procède de la même manière pour 
déterminer les vitesses absolues et les vitesses relatives d’un point 
quelconque du corps BD. On obtient sur le plan des vitesses le 
triangle bmd dans le cas où le point M du schéma n'appartient 
pas à la droite BD. Si le point M appartient au segment BD 
ou à son prolongement, alors le segment bd ou son prolongement 
appartiendra au plan des vitesses du point m. Dans ce cas aussi 


les segments bm et dm sont respectivement proportionnels aux 
segments BM et DM. 


Si le vecteur Vy est donné et si on demande de trouver sur 
le schéma un point M appartenant au corps dont la position est 
celle indiquée par la fig. 43, qui serait animé de cette vitesse, 


alors il faudrait dans le plan des vitesses mener le vecteur pm, 
construire le triangle bmd, puis, sur le schéma, construire le trian- 
gle BMD semblable au triangle bnd et ayant la même position. 


L'échelle du plan des vitesses se détermine dès qu’on construit 
le premier vecteur : 


où x, est l’échelle du plan des vitesses en m/s-mm; 


3e 
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vR la grandeur de la vitesse absolue du point B en m's; 

pb la longueur du vecteur vitesse absolue du point B en mm. 

Pour déterminer, d’après le plan des vitesses, la grandeur de 
la vitesse d’un point quelconque, on doit multiplier la longueur 
du vecteur vitesse par l’échelle du plan. 

On peut obtenir la vitesse angulaire w du corps BD en divi- 
sant la vitesse absolue d’un point quelconque du corps par la 
distance de ce point au centre instantané de rotation; par exemple, 

UB 


OT PB: 


où v, est évalué en ms et PB en m. Pour obtenir PB en m il 
faut mesurer sur le schéma PB en mm, puis le multiplier par 
l'échelle u, m/mm du schéma. 

Si le Do int. P se trouve en dehors du dessin alors, d’après la 
similitude des triangles PBD et pbd, on remplace PB par k-pb 
où k, le rapport des longueurs des côtés semblables, est égal à 


=. En procédant comme on vient de le faire, on trouve 
(exprimant pb en mm et multipliant … par 10° mm'm) 


wo = 10°. Up:k- pb= pe. 


Pour la construction du plan des vitesses mentionnées ci-des- 
sus, nous disposions de quatre données : les grandeurs et les sens 


des deux vitesses En et v,. On peut construire le plan des vi- 
tesses seulement avec trois données quelconques. Par exemple, 


si on ne connaît que le sens de la vitesse v,, alors du pôle p 


à la place du vecteur pd nous n’aurions pu mener que le support 
de ce vecteur; la position du point d aurait été déterminée dans 


ce cas en menant le support de Upg: second terme de l’équation 
vectorielle dh= Ug + Upg- 


Exemple 1. Pour le mécanisme de classe I et de 1 ordre dont la posi- 
tion est celle indiquée par la fig. 44 a, construire le plan des vitesses et à 


l'aide de ce plan definir UN en supposant que les points M et N appartien- 
nent au chaînon AB. La vitesse du point B est donnée par le vecteur Up. 

Menons du pôle p le vecteur pb représentant le vecteur Up (fig. 44 b). 
Puisque le point À est fixe alors le point a, extrémité du vecteur pa repré- 


sentant la vitesse DA, coïncide avec le pôle p. La droite pb est le plan des 
vitesses. 


Pour déterminer vu. construisons sur la droite pb le triangle pmb sem- 
blable au triangle AMB et de même configuration; pm est le vecteur repré- 
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sentant la vitesse va. De la même manière, on obtient le plan pn représen- 
tant le vecteur Un. En réunissant les points m et n par une droite on obtient 
le vecteur nm représentant le vecteur un. 

Vo 


Fig. 45 


Exemple 2. Les chaînons BC et CD sont en liaison au point C par un 
couple de rotation (fig. 45a). Les vitesses des points B et D sont dennées par 


les vecteurs vg et Up. Déterminer ve. 
Le point C appartenant au chaînon BC est en mouvement avec le point 


—# 
B et, par conséquent, a une vitesse vg; de plus, il est aussi en mouvement 


autour du point B avec la vitesse VeR: 
Comme appartenant au chaînon CD le point C est en mouvement avec 


le paint D et, par conséquent, a pour vitesse vh; de plus, il est en mouve- 
ment autour du point D à la vitesse ve». 
Dans les deux cas, la vitesse u- est donnée sous forme de somme géomé- 


trique de deux termes. Donc, pour déterminer ve on dispose des deux équa- 
tions vectorielles: 
Vc=UB+VcR; Vc—=Up+Vcp:. 
En partant de la première de ces équations, nous devons d’abord mener 
sur le plan des vitesses (fig. 45b) le vecteur pb représentant le vecteur vg, 


puis sur le point b construire le vecteur ce. La vitesse dc ne peut être 
dirigée que perpendiculairement à BC puisque le point C par rapport au 
point B ne peut se déplacer que sur la circonférence de rayon BC. Or comme 
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la quantité ver est inconnue, on mène alors du point b le support de TCB 
perpendiculairement à BC. 


En ce qui concerne la seconde équation, s’aidant des considérations 
s e E e . 
exposées ci-dessus, menons le vecteur pd représentant le vecteur un et du 


point d le support de ven perpendiculairement à CD. 
Puisque le point c du plan des vitesses doit appartenir aux deux supports, 


alors en joignant leurs points d’intersection au pôle on obtient pc représen- 


tant le vecteur uv. 

Exemple 3. Sur la fig. 46 a on donne le schéma d'un mécanisme à quatre 
chaînons, à trois couples de rotation et à un couple de translation. Le chaînon 
menant / est en liaison avec la glissière 2 par 
un couple de translation ; le chaïnon 3 est en 
liaison avec la glissière par le couple de ro- 
tation B. La vitesse angulaire du chaînon / 
est dirigée dans le sens des aiguilles d’une 


montre, sa grandeur est donnée. Déterminer up. 

Marquons sur le chaînon / le point B. 
placé sous le point B, c'est-à-dire se trouvant 
à la distance AB, égale à AB du point À. 


p 
Pour déterminer v8 on peut poser les deux 
équations vectorielles : 
— + + 
UB=Up TU BB, , 
+ —+ — 
Up — Uc+ UC: 


D'après la première des équations nous 
devons mener pb, représentant le vecteur vg. 


et de l’extrémité de ce vecteur construire Île 
20 D vecteur b,b représentant la vitesse UBB,.. 


Up, _lAB," © 


La longueur du vecteur pb, — 


u 
À) D où {ag, est la longueur AB,, w la vitesse angu- 
À laire du chaînon / et u,, l'échelle du plan des 
i itesses. 
Fig. 46 "1 


La longueur du vecteur b,b ne peut ètre 

encore déterminée puisque la grandeur de la 

vitesse vgg, est inconnue. Puisque le point B par rapport au point B, ne 

peut se déplacer que le long du chaînon /, alors en menant le vecteur pb, 

perpendiculairement au chaïînon { à partir du point b,, on mène le support 
de UBB. perpendiculairement au chaînon / (fig. 46 b). 

En vertu de la seconde équation, le point © coïncide avec le pôle puis- 

que vc=—0, et du point c nous menons le support de DOC PS pEnGIEU ArenIene 


à BC étant donné que le point B, par rapport au poin peut se déplacer 
seulement sur la circonférence de rayon BC 


Le point b d'intersection des supports permet de déterminer la grandeur 
et le sens de pb représentant le vecteur up. 


Exemple 4. Pour l'instant de temps correspondant à la position indiquée 
par la figure 47a, les chaînons / et 2 d’un mécanisme à trois chaînons à un 
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couple supérieur se trouvent en contact au point R du chaïînon / et au point 
S du chaïînon 2. La vitesse angulaire © du chaînon menant / est donnée. 


Déterminer v ps. 5 
Pour résoudre ce problème, nous disposons des données suivantes : 


1) la grandeur et le sens du vecteur Up : la grandeur étant vp=l1po, 
où {4r est la longueur AR, le sens étant de gauche à droite perpendiculaire. 
ment à : 


2) le sens de la vitesse vs: de gauche à droite perpendiculairement à 
BS ; la grandeur de vs étant inconnue puisque la vitesse angulaire du chaîi- 
non mené est inconnue ; 


3) le support de la vitesse us: suivant la tangente aux profils des chaîi- 
nons au point de contact. Le point S, par rapport au point R, se déplace 
seulement suivant la tangente aux profils au 
point de contact sinon le point S s’enfoncerait 
dans le profil du chaïînon menant ou bien 
s’en écarterait. 

En partant de l’équation vectorielle 


pp 


Us=UR+USR 


nous menons le vecteur pr représentant la vi- 


tesse DR avec pr=vp:l, Où est l'échelle du 
plan des vitesses, et du point r le support de 


User. Puisque l’on ne connaît que le sens du 
vecteur vs, menons alors du pôle p le support 
de cette vitesse (fig. 47 b). 


Le point d'intersection des supports de UsR 
et de vs détermine la position du point s sur le 
plan des vitesses. Le vecteur sr représente le 


vecteur ps. p 
Exemple 5. Construire le plan des vitesses 


et définir les vitesses ucg et Ucn d’un mécanis- D) r 
me articulé à quatre chaînons pour la position | 
indiquée sur la fig. 122-a d’après les données se Fig. 47 


trouvant à la page 122 (exemple numérique). 
Exemple 6. Construire le plan des vitesses et déterminer la vitesse vcg 
ur le mécanisme bielle-manivelle dont la position est celle indiquée sur la 
ig. 123 a, et dont les données se trouvent à la page 128 (exemple numérique). 
Exemple 7. Construire le plan des vitesses, déterminer les vitesses uCp, 
Up. Ver, et la vitesse angulaire du chaïînon EF d'un mécanisme à six chaï- 
nons dont la position est celle indiquée sur la fig. 124 a, et dont les données 
se trouvent à la page 133 (exemple numérique). 


14. PLAN DES ACCÉLÉRATIONS 


Supposons que l’on connaisse d’après le plan des vitesses, les 
vitesses de tous les points du corps BD (fig. 48 a) et les accélé- 


rations absolues CA et & de deux points B et D de ce corps. 
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On demande de déterminer l’accélération a,;, du point M appar- 
tenant au corps BD. 

Le corps BD est animé d’un mouvement composé. En le con- 
sidérant en mouvement avec le point B et en rotation autour du 
point B, nous obtenons pour déterminer l'accélération totale du 
point M l'équation vectorielle 


Gy—= pt Om 
ou 
Gy—= gta ms + a Ms, 


puisque l'accélération totale relative ayp est la somme géométri- 
que des accélérations normale et tangentielle. 


Fig. 48 


Dans cette équation l’accélération a; est connue en grandeur 


et en direction, l'accélération normale ag a pour direction celle 
allant du point M vers le point B et est égale à v'us:lawy l’ac- 


— 
célération tangentielle a 48 est dirigée perpendiculairement à BM, 
sa grandeur étant inconnue. 

En considérant le mouvement du point M comme en mouve- 
ment avec le point D et comme en mouvement par rapport à D, on 
trouve 


— 


—> 1 + 
Ay—=aAn+amMD+G MD, 


où a est connu en grandeur et en direction, ay =vyp:lup et est 


dirigée suivant DM de M vers D; ao est inconnue en gran- 
deur et est dirigée suivant la perpendiculaire à DM. 

Pour déterminer l’accélération du point M on peut construire 
un plan, dit des accélérations, analogue au plan des vitesses. 
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Le second membre de chacune des équations vectorielles don- 


nées ci-dessus montre que l’accélération a, peut être obtenue en 
composant géométriquement trois accélérations. 


En nous basant sur la première de ces équations, menons 
d'un point arbitraire x (fig. 48 b), qui par la suite sera appelé 


pôle du plan des accélérations, le vecteur nb représentant le pre- 
mier des termes géométriques, soit le vecteur A. Sur l’extrémité 
de ce vecteur, on construit le vecteur bn y représentant le deu- 
xième terme géométrique, l’accélération a'yg. Sur le schéma du 
corps, l’accélération au a pour sens celui allant du point M 


vers le point B, donc le vecteur bn yn doit être issu du point b 
et dirigé parallèlement à MB vers le bas et de droite à gauche. 


On reporte le vecteur bn, avec la même échelle que pour le 


vecteur 7x. 
L’échelle du plan des accélérations définie, après avoir mené 


le vecteur xb, est égale à 


__ 93 2 
MH = ms mm, 
et par suite 
au 
bn y = 7 5 mm 
a 


Sur l'extrémité du vecteur bnys, c'est-à-dire au point nyg, 
nous devons construire le vecteur correspondant au dernier terme 


géométrique, c’est-à-dire correspondant à l’accélération aÿs. Etant 
donné que l'accélération n'est connue que par son sens, on doit 
donc se limiter à son support que l’on mène perpendiculairement 


à MB ou, ce qui revient au même, perpendiculairement à bnys. 
Ainsi, en utilisant la première des équations vectorielles données 
ci-dessus, on aboutit aux résultats partiels suivants: le point m, 


extrémité du vecteur xm représentant l'accélération absolue a, 


de ce point, doit appartenir au support de l'accélération aÿs 
mené par le point n,/8. 
Conformément à la deuxième équation vectorielle donnée 


ci-dessus menons du pôle x le vecteur xd représentant l’accéléra- 
tion a, et sur l’extrémité de ce vecteur construisons le vecteur 
dnyn représentant l’accélération a wo. La longueur du vecteur 
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dy est égale à ayp:u,, de direction parallèle à MD en allant 
de d vers le bas et de gauche à droite, c'est-à-dire de même sens 


que l'accélération a mp sur le schéma du corps. Puisqu’on connaît 


seulement le sens de l'accélération a4p, alors du point n;;, on 
mène le support de cette accélération perpendiculairement à MD 
ou ce qui est exactement la même chose, perpendiculairement à 


—}> 
dnyp. Le point m, extrémité du vecteur xm de l’accélération in- 


connue a, est obtenu en tant que le point d’intersection des 
deux supports et appartient à chacun d’entre eux. 

Si sur la fig. 48 b on mène du point m des droites passant 
par des points b et d, on obtient le triangle mbd semblable au 
triangle MBD du schéma du corps et de configuration similaire. 
C'est pourquoi la position du point m sur le plan des accéléra- 
tions aurait pu être déterminée comme l'indique la fig. 48 b, 


c'est-à-dire en construisant sur le vecteur bd le triangle bmd 
semblable au triangle BMD et de même position. Les triangles 
obtenus sont semblables puisque les longueurs bd, bm et dm des 
vecteurs accélérations relatives sont respectivement proportionnel- 
les aux longueurs des segments BD, BM, DM qui sont les rayons 
de rotation des extrémités de ces segments quand ils sont en 
mouvement l’un par rapport à l’autre. 


Exemple 1. Les vitesses et les accélérations absolues des points B et D 
du corps BD animé d'un mouvement d’un plan sur un plan sont données par 
des vecteurs indiqués sur le schéma (fig. 49 a). Déterminer l'accélération du 
centre instantané de rotation du corps. 


Construisons le plan pbd des vitesses (fig. 49b) et le plan xbd des accélé- 
rations (fig. 49 c). 

Pour déterminer sur la fig. 49 a la position du centre instantané de rota- 
tion P, construisons le triangle BPD semblable au triangle bpd de la fig. 49 b. 
Pour déterminer sur le plan des accélérations la position du point p, extré- 


pp — 
mité du vecteur np de l'accélération inconnue a, construisons sur le vec- 


teur bd le triangle bpd semblable au triangle BPD (fig. 49 a). 
Puisque les trois triangles cités doivent être semblables et avoir la même 
configuration, il est inutile de construire le triangle BPD sur la fig. 49a:; 


on peut se limiter à la construction sur le vecteur bd du plan des accéléra- 
tions (fig. 49 c) du triangle bpd semblable au triangle bpd du plan des vites- 


ses (fig. 49 b). En joignant le point p au pôle x on obtient le vecteur ap 
représentant l'accélération 4. 

Exemple 2. Les chaînons BC et CD forment le couple C. Les vitesses 
VB et D et les accélérations ap et ap sont connues. Déterminer ae (fig. 50 a). 


à 
Pour déterminer les vitesses 0 cn et U cn nécessaires pour construire le 
plan des accélérations, construisons fe plan des vitesses (fig. 50 b). 
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En considérant d'abord le mouvement du point C comme étant en mouve- 
ment avec le point B et en mouvement par rapport au point B, ensuite en 
mouvement avec le point D et en mouvement par rapport au point D, on 


obtient les deux équations vectorielles définissant ac : 

&c — ag +002 +a En | 

ac =0p+0 Ep+a Ep. 
” En partant de la première équation, menons ab représentant le vecteur 
ap (fig. 50c). La grandeur af»=téplac=(bc.u,):l8c. où bc est la longueur 


" b 


b) 


Fig. 49 


du vecteur cp du plan des vitesses et 1, l'échelle du plan des vitesses. Le 
sens du vecteur air sur la fig. 50 a est celui allant du point C vers le point B. 


C'est pourquoi nous menons du point b le vecteur accélération bnce parallèle- 
ment à BC. Le support de l'accélération a £,, dont la grandeur est inconnue, 


est mené du point nc8 perpendiculairement à BC et, par conséquent, à bnég: 
En ce qui concerne la seconde équation, menons nd représentant le vecteur 
ap puis sur l'extrémité de ce vecteur dncp représentant le vecteur 
a fn =téplcp=(cd-u):lcp parallèlement à CD de gauche à droite, du 
point nep le support de ap perpendiculairement à CD. 
Le point d’intersection des supports détermine la grandeur et le sens de 
nc représentant le vecteur ac. 
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Exemple 3. Le chaînon BC est lié à une glissière en mouvement suivant 
une direction fixe xx (fig. 5la) dans un couple de rotation C. A |’ instant 


qui correspond à la position représentée _Sur la fig. 5la, la vitesse UR et 


l'accélération ap sont connues. Déterminer ac. 
D'abord, nous construisons le pe2 des vitesses nécessaire à la construction 
du plan des accélérations (fig. 51 b). 


[A 
üg I) 


© 


Fig. 50 Fig. 51 


En considérant le mouvement du point C d’abord en mouvement avec 
le point B et en mouvement par rapport au point B, puis en mouvement 
avec le point C; lié rigidement au coulisseau et le mouvement par rapport 
à ce point (le point C, peut être supposé appartenir au coulisseau au-dessous 


du point C}), on obtient pour determiner &c les deux équations vectorielles: 
ac=ag+aCp+0 CB: 


+ 


— —n FT 
ac=AC, +4 CCr FA CCu 
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En se basant sur la première équation, menons du pôle rb représentant 


le vecteur ag (fig. 51c). La grandeur af,= vén:lac={(bc-u,):lRc, où bc est 
la longueur du vecteur vcg du plan des _Vitesses et u, l'échelle du |plan des 


vitesses. La longueur bncg=afp'har Où bnce ÉPrÉSeNIE le vecteur a th et 
l'échelle du plan des accélérations. Le sens de az sur la fig 51 a est celui 
allant du point C vers le point B donc, sur le plan des accélérations, nous 
menons du point b le vecteur bncg parallèle à BC vers le bas et de droite 


F,C 
Si 
Nec ne 
à / 
bp Ke 
Fig. 52 


à gauche. La grandeur de aCB est inconnue, son sens étant celui de la per- 


pendiculaire à BC et, par conséquent, de la perpendiculaire à bncg : c'est 
dans ce sens qu'on mène du point nc le support de cette accélération. 

Dans le second membre de la seconde équation, les deux premiers termes 
géométriques sont respectivement égaux à zéro: ac, Parce que le point C, 
est immobile et acc, = VCc, :@ parce que 0, le rayon de courbure de la trajec- 
toire du point C en mouvement par rapport au point C,, est infini. L'’accélé- 


ration acc, sur la fig. 5l a est dirigée le long du coulisseau xx, donc du pôle 
a nous meñons le support de cette Are non pArAtEIemEnt au coulisseau. 
Le point d’intersection c des supports de ais et aëc. détermine la gran- 


deur et la direction de nc représentant le vecteur ac. 
Sur le plan des accélérations le vecteur nc a le sens allant de droite à 


gauche tandis que le vecteur pc sur le plan des vitesses, de gauche à droite : 
par conséquent, le point C dans la position indiquée par ‘Ja fig. 51 a est animé 
d'un mouvement ralenti. 

Exemple 4. Construire le plan des accélérations pour le mécanisme dont 
le schéma est donné sur la fig. 52a 


Lorsqu'on pose les équations vectorielles définissant l’ accélération a ap, il 
faut prendre en considération que le point B se déplace sur le chaînon en 
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rotation avec une accélération de rotation (de Coriolis) qui sera également 
notée par la lettre a surmontée de l'indice À 


—? 
Pour déterminer ak on peut poser les deux équations vectorielles: 


— Le T n Th + ; 
ag—ap,+agg FA BB. T4 BB, , 


—» Pré TT n + 
ap=4ac+agc+A pc. 


Déterminons les grandeurs et les directions des termes géométriques du 


second membre de ces deux equations : 


Accélérations Grandeurs 


ag, VB. laB, = (Pb Ho): 
‘lag, Où pb, est la lon- 
gueur du vecteur vg, du 
plan des vitesses indi- 
quées sur la fig. 52b et 
u, l'échelle de ce plan 

pe Du | VBB. :@— 0 puisque 

— ©0 

abs, | 20-088, = 2 (bb,-Uo), 
où bb, est la longueur du 
vss,, Vecteur du plan 
des vitesses 

re Inconnue 

ac Est nulle puisque le 

u point C est immobile 

a BC vicilac= (cb-u):l80 
où cb est la longueur du 
vecteur vsc du plan des 

_ vitesses 

a BC Inconnue 


Sens 


Du point B,4 (fig. 52 a) vers le point 

puisque pendant la rotation du 
chaïnon /{ avec une vitesse uniforme 
l'accélération totale est égale à l’accé- 
lération normale 


Le vecteur vitesse vpp_ est déter- 


miné à une rotation de 90° dans le 
sens de rotation du chaïnon 1, c'est- 
à-dire, dans le cas donné, dans celui 
des aiguilles d’une montre. 


La vitesse BB, a le sens allant de 
bas en haut et de gauche à droite 


(voir vecteur bb sur la fig. 46b} 
parallèlement au chaînon /; par con- 


séquent, l'accélération a BB. a le sens 


de gauche à droite perpendiculaire au 
chaînon 


Suivant le chaînon 1 


Du point B vers le point C 


Perpendiculaire au chaînon 3 


En divisant la grandeur de l'accélération par l'échelle u, du plan des 
accélérations, nous définissons les longueurs des vecteurs. En prenant en con- 
sidération les sens de tous les vecteurs indiqués ci-dessus conformément à la 
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première équation donnée plus haut, menons successivement (fig. 52 b) le vec- 
teur xb, représentant l’accélération ap, le vecteur b,kgB, représentant 


L Ca 5 e né , Er e Le 
l'accélération a BB, et le support de l'accélération a BB. En vertu de la seconde 


équation du point c qui coïncide avec le pôle x, menons le vecteur pc 
représentant l'accélération a 3. et de l'extrémité de ce vecteur le support de 


l'accélération a. Le point b d’intersection des supports des accélérations 


— —} — 
aps, tac détermine l'extrémité du vecteur nb représentant l’accéléra- 
tion ag. 

Exemple 5. Construire le plan des accélérations pour un mécanisme arti- 
culé à quatre chaînons dont la position est donnée sur la fig. 122 a d’après 
les données indiquées à la page 122 et définir les accélérations as,, as, et as, 
des centres de gravité (exemple numérique). 

Exemple 6. Construire le plan des accélérations pour le mécanisme bielle- 
manivelle pour la position donnée sur la fig. 123a d’après les données indi- 
quées à la page 128 et déterminer les accélérations as,, as, et ac (exemple 
numérique). 

Exemple 7. Construire le plan des accélérations pour un mécanisme à six 
chaînons dont la position est indiquée sur la fig. 124a d’après les données 
de la page 133, déterminer les accélérations as, as, ac, as, as, et l’accéléra- 
tion angulaire du chaînon EF. 


15. DIAGRAMMESICINÉMATIQUES 


L'étude cinématique a pour objet de mettre en évidence les 
vitesses et les accélérations de certains points pour différentes posi- 
tions du mécanisme. Une représentation géométrique de la cinématique 
d'un mécanisme est donnée par les diagrammes cinématiques sous 
forme de courbes des chemins parcourus, des vitesses et des accélé- 
rations. Dans certains cas, en plus de ces courbes il est nécessaire 
de construire la trajectoire de points particuliers. 

Prenons connaissance des procédés de construction des diagram- 
mes cinématiques sur l’exemple du mécanisme bielle-manivelle 
à quatre chaînons très répandu en technique. 

Comme on l’a déjà mentionné, le mécanisme bielle-manivelle 
se trouve à la base de nombreux moteurs à piston, des pompes 
à piston, des compresseurs et de nombreux autres mécanismes. 
Dans les moteurs à piston, le chaînon mobile est toujours le cou- 
lisseau; dans les pompes à piston et les compresseurs le chaînon 
mobile est la manivelle. Mais dans la plupart des machines com- 
portant un mécanisme bielle-manivelle, la manivelle qui est soit 
menée soit menante est toujours animée d’un mouvement de 
rotation à vitesse angulaire très voisine de la constante. C’est 
pourquoi dans l’étude cinématique du système bielle-manivelle, 
la manivelle est choisie en tant que chaînon directeur (c’est-à-dire 
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chaïînon à lois de mouvement données) et même dans le cas 
où ce chaînon n'est pas menant. 

Pour une vitesse angulaire constante, les angles de rotation de 
la manivelle évalués à partir d’une certaine position initiale sont 


Q 79 
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0 
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A4= 0025 s/rrm 


Fig. 53 


directement proportionnels aux intervalles de temps nécessaires à 
la manivelle pour accomplir les rotations, et c’est pourquoi les 
courbes qui expriment les dépendances des chemins parcourus des 
vitesses ou des accélérations d’un point quelconque du mécanisme 
en fonction de l’angle de rotation de la manivelle sont aussi des 
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courbes qui représentent les dépendances de ces mêmes grandeurs 
en fonction du temps. 

Pour une échelle donnée on a représenté sur la fig. 53a le 
schéma du mécanisme bielle-manivelle avec une manivelle AB de 
200 mm de longueur et une bielle BC de 600 mm de longueur. 

La manivelle est animée d'un mouvement de rotation à vitesse 
angulaire constante de 240 tours à la minute. 

Nous allons construire les diagrammes des chemins parcourus, 
des vitesses et des accélérations du point C qui habituellement 
présentent le plus d'intérêt pour le mécanisme bielle-manivelle. 

En fonction de la précision exigée dans chaque cas on considérera 
de 12 à 24 ordonnées pour construire chaque courbe. Nous allons 
construire 12 points pour chaque courbe. Le point C occupe la 
position extrême à gauche lorsque le point B est en position extrême 
gauche. Nous prenons cette position comme position initiale et 
sur la trajectoire du point B notons-la par le chiffre /. Après 
avoir divisé la circonférence décrite par le point B en 12 parties 
égales, notons successivement par des chiffres dans le sens de rota- 
tion de la manivelle, c’est-à-dire dans celui des aiguilles d’une 
montre, les différentes positions du point B. Par ces mêmes chiffres 
on indique les positions respectives du point C sur la glissière. 

Portons sur l’axe des abscisses (fig. 53 b) le segment /—/ dont 
la longueur exprimera graphiquement l'intervalle de temps égal 
à 0,255, pendant lequel (pour 240 tours à la minute) la manivelle 
fait un tour. Partageons ce segment en 12 parties égales, c’est-à- 
dire en autant de parties égales que la trajectoire du point B sur 
la fig. 53a. 

Construisons d'abord la courbe s—#f(f), où s est la distance 
du point € évaluée de gauche à droite à partir de sa position 
initiale (extrême gauche) et £ l'intervalle de temps compté à partir 
de l'instant initial. Puisque les positions du point C sur sa trajec- 
toire pour différentes positions du point B sont déterminées par 
l’invariance de la distance BC de ces points, la détermination de 
l’ordonnée de la courbe s—#f(t) ne présente alors pas de difficultés. 
En menant sur la fig. 53b les ordonnées et en les réunissant par 
une courbe continue, on obtient la courbe s=f(#). 

Pour construire la courbe u=æ(f) où v est la vitesse du point 
C et t a la même signification que dans la courbe précédente, il 
faut déterminer la vitesse du point C pour les 12 différentes posi- 
tions du point B, ce qui en général demande la construction 
d'autant de plans des vitesses. Dans le cas donné vu la symétrie 
du mécanisme ce qui entraîne la symétrie de la courbe s=f(f) 
par rapport à l’ordonnée moyenne menée par le point 7, les vites- 
ses du point C, pour des positions symétriques par rapport à cette 
ordonnée, auront des grandeurs égales et des signes opposés. En 
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prenant tout ceci en considération on peut donc se limiter à la 
construction des plans des vitesses seulement pour les 7 premières 
positions du point B. Deux branches symétriques de la courbe 
vu—œæt(f) sont construites sur la fig. 53b. Les plans des vitesses 
construits pour déterminer les vitesses du point C correspondant 
aux positions du point B ne sont pas donnés. Pour la construction 
de la courbe vu—æ(t) on a pris comme sens positif de la vitesse 
du point € le sens de gauche à droite. 

Pour construire la courbe a—#({f), où a est l'accélération du 
point C et #{ le temps, il faut de même construire autant de plans 
d'accélérations qu'il y a de positions différentes choisies pour le 
point B. Mais dans ce cas, vu la symétrie des deux branches de 
la courbe des vitesses par rapport à l’ordonnée moyenne, on peut 
se limiter seulement à la construction des plans correspondant aux 
7 premières positions. La courbe a = 1 (f) est donnée sur la fig. 53 b 
avec les deux courbes précédentes. Les plans des accélérations 
construits pour déterminer les ordonnées de la courbe a—=vw(f) ne 
sont pas donnés. 

Pendant la construction de cette courbe on a pris comme sens 
positif des accélérations celui de gauche à droite. 

Les courbes des vitesses et des accélérations peuvent être construites 
sans passer par les plans des vitesses et des accélérations. Puisque 
la courbe des vitesses est la courbe dérivée première de la courbe 
des chemins parcourus, elle peut donc être construite par points 
en dérivant graphiquement la courbe des chemins parcourus. De la 
même manière, on peut construire la courbe des accélérations qui 
est la courbe dérivée première de la courbe des vitesses. 

On a pris les échelles suivantes sur la fig. 536. 

L'échelle sur l’axe des abscisses pour toutes les courbes est 
u, = 0,0025 s'mm (sur la fig. 53 b, 100 mm représentent l'intervalle de 
temps 0.25 s, temps nécessaire à la manivelle pour faire un tour). 

Les ordonnées de la courbe s—#f(t) sont celles données sur la 
fig. 53 a, et par conséquent, l’échelle des ordonnées de cette courbe 
est = 10 mm/mm. 

Les ordonnées de la courbe v—w(f) sont portées à l'échelle 
Lu, —0,2 mis-mm, les ordonnées de la courbe a =%Ÿ({) à l'échelle 
h,=:7 ms*-mm. 

On a mentionné plus haut qu'en plus des diagrammes des 
chemins parcourus. des vitesses et des accélérations pour l'analyse 
cinématique de certains mécanismes, on doit construire par points 
la trajectoire de points appartenant à différents chaînons. Prenons 
pour exemple le mécanisme du pétrin représenté sur la fig. 33. 
Pour son analyse cinématique, la construction de la trajectoire 
de points rigidement liés à la bielle de l'organe de travail est 
nécessaire puisque d'après la forme de ces trajectoires, on détermine 
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le rendement de la machine. Pendant l'analyse cinématique du 
mécanisme bielle-manivelle, la nécessité d'envisager les trajectoires 
de certains points apparaît seulement pour les points liés à la 
bielle car les trajectoires du point appartenant aux deux autres 
chaînons mobiles sont, dans un cas, des circonférences et, dans 
l’autre, des droites. On a donné sur la fig. 53a deux exemples 
de trajectoires rappelant une ellipse (mais qui n'en est pas une) 


du point de la bielle qui se trouve sur la droite BC à égale distance 
des points B et C. 


16. DÉTERMINATION ANALYTIQUE DES VITESSES ET DES 
ACCÉLÉRATIONS 


Les méthodes graphiques de détermination des vitesses et des 
accélérations exposées sont simples, évidentes et mènent rapidement 
au but. Néanmoins, quelle que soit la précision avec laquelle les plans 
ont été exécutés, on ne doit pas perdre de vue le défaut propre 
aux méthodes graphiques : il est difficile d'établir la précision des 
résultats obtenus. 

Dans le cas où les calculs doivent particulièrement être précis 
et si la précision du calcul est donnée d'avance, les chemins 
parcourus, les vitesses et les accélérations peuvent être déterminés 
analytiquement. La détermination analytique des chemins parcourus, 
des vitesses et des accélérations est toujours possible puisqu'un 
mécanisme, quelle que soit sa position, est une figure fermée dont 
on connaît toujours suffisamment de données pour déterminer les 
côtés et les angles. Cependant, les équations auxquelles on aboutit 
par les méthodes analytiques sont souvent compliquées et très peu 
commodes au maniement pratique même pour l’analyse de méca- 
nismes très simples. 

Au paragraphe précédent, en appliquant les méthodes graphi- 
ques, nous avons trouvé trois courbes exprimant respectivement 
les chemins parcourus, les vitesses et les accélérations du point C 
du mécanisme représenté schématiquement sur la fig. 53a en 
fonction de l’angle de rotation de la manivelle ou en fonction du 
temps de rotation évalué à partir d’une position initiale. Avec 
l'application d'une méthode analytique, au lieu de courbes nous 
aboutissons à des formules qui expriment les mêmes dépendances 
que celles exprimées par les courbes. 

Introduisons pour le mécanisme bielle-manivelle représenté à la 
fig. 54 les notations suivantes : 

est l’angle de rotation de la manivelle AB évalué à partir 

de la position initiale AB, de la manivelle dans le sens des 
aiguilles d’une montre; 


4e 


O1 
tÙ 
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l, est la longueur de la manivelle AB; 
l, est la longueur de la bielle BC ; 
s=C,C est le chemin parcouru par le point C à partir de la 
position initiale C, pour une rotation d'angle @ de la ma- 
nivelle. 
Pour déterminer les équations de la courbe des chemins parcou- 
rus exprimons s en fonction y: 


s=C,C=AC—AC,=AC—(I,—1); 
AC=KC—KA=V 15— {5 sin g— L, cosy. 
En posant /.:l, = p et après certaines transformations on trouve: 
s—1,({—cosp+V p°—sinp-p). 


Dans cette équation les chemins parcourus ‘par le point C 
s’expriment en fonction de l'angle de rotation de la manivelle. 


Fig. 54 


Si la manivelle est animée d’un mouvement de rotation de 
vitesse angulaire constante à n tours à la minute, l’angle de 
rotation de la manivelle estimé en radians pour { secondes est 


an 
P= 3 / = w!. 


où w est la vitesse angulaire en s7'. 

En substituant cette valeur de @ dans la formule obtenue 
ci-dessus, on en déduit la courbe des chemins parcourus sous la 
forme 

s={,([— cos wé+Y p°— sin* w{ — p). 


En dérivant cette formule, on a après simplification l'expression 
de :2 vitesse sous forme de fonction dépendant du temps: 
sin 2wt ) 


——uvu—l SIN OÙ — —————— ————— 
: ( 2 V p?— sin? ot 
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En dérivant cette dernière formule, on a après simplification 
l'expression de l’accélération sous forme de fonction dépendant 
du temps: 


UE EE à (cos ut — 


cos 2ow{ sin? 2w4 = 
ä ) 


Vpi=sinteot 4 Vi —sintot} 


Nous avons pris pour exemple un mécanisme très simple et 
dans ce mécanisme nous avons choisi un point pour lequel 
exception faite des points appartenant à la manivelle, la mise 
en équation était la plus simple, mais malgré cela les équations 
obtenues se sont avérées peu commodes pour les applications 
pratiques. Les équations analogues pour certains points appar- 
tenant à la bielle et se trouvant en mouvement suivant la 
trajectoire donnée par des courbes d'ordre 5 et d’ordres supérieurs 
auraient été considérablement plus compliquées. 

Dans la pratique, lors des calculs, afin d'éviter des équations 
compliquées, on fait usage de méthodes analytiques de calculs 
numériques. Par exemple, on peul simplifier de la manière 
suivante les équations obtenues ci-dessus: 


Vr—sinoi=p|[1-(%#)"]7- 


. l 1 sin*o{ 1 sin* wf ) 
—=p 9 p? 8 p* ’ 
Puisque la série converge rapidement, on peut, sans commettre 


une grande erreur, négliger les termes à partir du troisième. On 
a dans ce cas: 


= |, (1—coswt—Ÿ =) 


2p 
ds : sin 2w{ . 
a=v=lh (sin wt— 3 }o: 
du 


a =, (coswi — 


du _ cos 2w/ dE 
dt \ P | 


CHAPITRE II 


MÉCANISMES PLANS TRANSMETTANT LE MOUVEMENT 
DE ROTATION 


17. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES 


Les pièces servant à transmettre le mouvement de rotation 
sont montées sur des arbres qui ne sont autres que des tiges 
barres, en rotation sur des paliers dans la plupart des cas de 
forme cylindrique. L'arbre destiné à transmettre le mouvement 
s'appelle arbre menant, celui qui reçoit le mouvement prend le 
nom d’arbre mené. 

La transmission du mouvement de rotation peut être réalisée 
entre arbres disposés de manière quelconque dans l’espace: les 
axes des arbres peuvent être parallèles, se couper sous un angle 
quelconque et être non coplanaires avec des projections sur un 
plan se coupant sous un angle quelconque. En pratique, on a 
affaire, le plus souvent, à des arbres dont les axes sont parallèles, 
mais, néanmoins, plus rarement, à des arbres, dont les axes sont 
concourants et se coupent sous un angle droit ou sont non co- 
planaires avec des projections sur un plan se coupant suivant un 
angle droit. Nous considérerons dans la suite seulement ces cas, 
les autres étant moins fréquents en pratique. 

La transmission du mouvement de rotation entre arbres dont 
les axes sont parallèles est réalisée à l’aide de mécanismes plans. 
Pour les autres cas, on a recours à des mécanismes spaciaux ou 
gauches. 

La transmission du mouvement de rotation se fait d'après 
l’une des méthodes suivantes : 

1) par le contact direct de deux corps, l'un d'eux étant monté 
de manière rigide sur l’arbre menant, l’autre sur l’arbre mene:;: 

2) par l'intermédiaire de deux corps flexibles adhérant à des 
corps montés rigidement sur les arbres menant et mené. 

La première de ces méthodes est réalisée dans les transmissions 
par friction, à roues dentées, et à vis sans fin; la seconde, dans 
les transmissions à courroie et à chaînes. 
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La transmission du mouvement de rotation peut être réalisée 
avec augmentation, diminution ou conservation de la vitesse 
angulaire. 

Le rapport des vitesses angulaires des deux arbres est appelé 
rapport de transmission. Le rapport de transmission peut 
donc s'exprimer à l’aide du rapport des vitesses angulaires de 
l'arbre menant et de l’arbre mené ou inversement. 


Fig. 55 


Le rapport de transmission dans le sens du flux de force, 
c'est-à-dire le rapport des vitesses angulaires des arbres menant 
et mené, s'appelle nombre de transmission. 

Pendant le temps nécessaire à l'arbre menant pour accomplir 
un tour complet, le rapport de transmission peut varier ou rester 
invariable. En pratique, on rencontre rarement des mécanismes à 
rapport de transmission variable (pendant l'intervalle de temps 
nécessaire à l'arbre menant pour accomplir un tour complet) 
iransmettant le mouvement de rotation; c’est pourquoi, dans la 
suite, nous n'étudierons pas ces mécanismes. 

Si la transmission du mouvement de rotation entre arbres à 
axes parallèles est réalisée directement par le contact de deux 
corps, chacun étant lié à son arbre, alors on peut se représenter 
des cylindres en contact adjoints à ces arbres qui, tout en étant 
animés d’un mouvement de rotation autour des axes À et B, com- 
muns aux arbres et aux cylindres (fig. 55 a), et étant constamment 


1 Dans certaines publications très répandues, par nombre de transmission 
on a en vue le rapport de transmission supérieur ou égal à l’unité. 
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en contact, ne glissent pas l’un sur l’autre. Ces cylindres imagi- 
naires en contact s'appellent cylindres primitifs. Les cercles sections 
droites de ces cylindres par un plan perpendiculaire aux axes des 
cylindres s'appellent aussi cercles primitifs. 

Pendant la rotation des cylindres primitifs, le glissement d’un 
c\lindre sur l’autre n’aura pas lieu tant que les vitesses linéaires 
des points appartenant aux surfaces latérales des cylindres sont 
égales, c’est-à-dire si [a condition 


Ra o1= Rp O8 


est satisfaite, où À, et R, sont les rayons de base des cylindres; 
wo, et w4 les vitesses angulaires des cylindres primitifs. Il découle 
de cette égalité que 


Par conséquent, le rapport de transmission peut 
s'exprimer par le rapport des rayons des cylin- 
dres primitifs. 

On commence le plan de construction d'une transmission de 
mouvement de rotation entre deux arbres parallèles en traçant 
d’abord les deux cercles primitifs. D’après le rapport de trans- 
mission et la distance entre les centres (c’est-à-dire la distance L 
entre les centres des cercles primitifs), on calcule les ravons des 
cercles primitifs en résolvant le système des deux équations 
suivantes : 


Il découle de ce qui a été exposé ci-dessus que le point de 
tangence des circonférences primitives partage la droite des centres 
(c'est-à-dire le segment AB) en parties inversement proportionnelles 
aux vitesses angulaires des arbres. 


18. TRANSMISSION PAR FRICTION 


Sous sa forme la plus simple, une transmission plane du mou- 
vement de rotation est réalisée en associant aux arbres menant et 
mené des cylindres dont les rayons sont égaux aux rayons des 
cylindres primitifs et en mettant ces cylindres en contact l’un 
avec l’autre. Cette transmission est représentée sur la fig. 55 b, 
où À est l’arbre qui tourne sur des paliers fixes; B est l’arbre 
qui tourne sur des paliers pouvant se déplacer dans la direction 
perpendiculaire aux axes des arbres; Q est la force agissant sur 
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les paliers de l’arbre B et appliquant les cylindres de rayons R, 
et R4 l’un sur l’autre. 

Pour des cylindres appliqués l’un sur l’autre, sur la ligne de 
contact (plus précisément, sur une étroite portion de surface con- 
tenant la ligne de contact, conséquence de la déformation des 
cylindres) se crée une force de frottement par l'intermédiaire de 
laquelle le mouvement de rotation de l’arbre menant est transmis 
à l’arbre mené. La transmission du mouvement de rotation peut 
se réaliser sans glissement d’un cylindre sur l’autre, et par con- 
séquent, avec un rapport de transmission égal au rapport des 
rayons des cylindres si la force d’application Q assure une force 
de frottement suffisante. Cette transmission s'appelle transmission 
par friction. 

L'utilisation de la force de frottement pour l’engrènement 
de roues montées rigidement sur des arbres, appelées rouleaux, 
permet de réaliser dans la transmission par friction une trans- 
mission simple, et par conséquent, peu coûteuse, ce qui a une 
grande importance dans les installations industrielles. Le grand 
avantage de la transmission par friction réside dans son fonc- 
tionnement sans bruit et dans le fait que pendant les variations 
subites des charges sur l’arbre mené, c'est-à-dire lors de grands 
et brusques accroissements de la résistance de l’arbre mené à la 
rotation, il ne se produit pas de détériorations des pièces de la 
transmission, car dans ce cas on n’observe que des glissements 
de courte durée des rouleaux qui ne leur causent aucun dommage. 

Cependant, le dernier des avantages cités de la transmission 
par friction est en même temps un inconvénient qui empêche 
d'appliquer la transmission par friction dans de nombreux cas. 
Le glissement éventuel d’un rouleau sur l’autre ne permet pas 
d'appliquer la transmission par friction dans les cas où le rapport 
de transmission constant est une condition nécessaire du fonction- 
nement régulier de la machine. Ces cas-là sont fréquents en pra- 
tique. Quand on donne une estimation de ces défauts de la trans- 
mission par friction, il faut avoir encore en vue que le glissement 
d'une roue sur l’autre peut s'effectuer non seulement par l'aug- 
mentation de la résistance due à la rotation de l'arbre mené, 
mais aussi à la diminution de la force de frottement entre 
les rouleaux. La diminution de la force de frottement peut 
résulter soit de la diminution de la force de pression d’un rouleau 
sur l’autre, soit encore de la réduction du coefficient de frottement 
entre les jantes des rouleaux, par exemple, due à l'effet de l’huile 
de graissage qui se trouve accidentellement sur les jantes des 
rouleaux. 

Un autre défaut sérieux de la transmission par friction est la 
présence du dispositif assurant l’adhérence d’un rouleau sur 
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l’autre; et, en outre, cette force d’adhérence est perçue dans les 
paliers des arbres, ce qui a pour conséquence l'apparition de 
forces de froitement dans ces derniers. Ces forces de frottement 
sont surmontées en dépensant le travail des forces en mouvement. 

On parvient à réduire l’action de la force sur les arbres qui 
applique les rouleaux l’un sur l’autre seulement dans les trans- 
missions par friction composées que nous n’étudierons pas (ces 
transmissions sont étudiées dans le cours des pièces de machines), 
mais dans la transmission par friction simple réalisée par une 
paire de roues, on peut prendre des mesures qui ne font 
qu'atténuer le défaut indiqué. À cet effet, on fabrique les jantes 
des rouleaux métalliques (en fonte) très souvent en matériaux 
non métalliques (caoutchouc, cuir, bois et autres), ce qui permet 
d'obtenir la force de frottement nécessaire aux petites forces 
d’adhérence et, par conséquent, aux petites pertes en frottement 
dans les paliers des arbres. 

Les défauts de la transmission par friction, qu’on vient 
d'indiquer, ont pour conséquence que pour transmettre le mou- 
vement de rotation entre arbres parallèles, on fait appel plus 
fréquemment aux transmissions par engrenages. 


19. TRANSMISSION PAR ENGRENAGES 
A. Considérations générales 


On réalise la transmission par engrenages à l’aide d'une paire 
de roues munies de dents disposées sur la surface latérale des 
cylindres circulaires. Sur la fig. 56, on a donné en coupe trans- 
versale la disposition réciproque des dents d'une paire de roues 
conjuguées et on a mené lescercles primitifs de centres O, et O.. 
Quand la roue menante est animée d'un mouvement de rotation, 
une de ses dents en exerçant une pression sur une des dents de 
la roue menée, entraîne cette dernière en lui communiquant le 
mouvement de rotation. Jusqu'à désengrènement d’une paire de 
dents, une autre paire de dents s'engrène, ce qui permet aux roues 
d’être animées d'un mouvement de rotation continu. Il existe des 
engrenages pour lesquels une à trois paires de dents peuvent se 
trouver simultanément en engrènement. 

On a indiqué sur la fig. 56 la disposition réciproque d'une 
paire de dents à engrènement extérieur où les centres des cercles 
primitifs se trouvent de part et d'autre du point de tangence. 
On utilise également les engrenages à engrènement intérieur où 
les centres des cercles primitifs se trouvent d'un même côté du 
point de tangence (fig. 57). 
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Dans les engrenages à engrènement extérieur, les dents de 
chaque roue sont disposées sur la face extérieure de la jante; 
dans les engrenages à engrènement intérieur, les dents de la grande 
roue sont disposées sur la face intérieure de la jante. Pour les 
engrenages à engrènement extérieur, les roues sont animées de 
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Fig. 56 


mouvements de rotation en sens contraires, tandis que pour les 
engrenages à engrénement intérieur, les roues sont animées de 
mouvements de rotation dans le même sens. Dans la suite, nous 
étudierons seulement les engrenages à engrènement extérieur, les 
engrenages à engrènement intérieur étant relativement peu appliqués. 

Les surfaces latérales profilées des dents sont limitées par des 
surfaces gauches qui assurent un rapport de transmission constant 
pendant le processus d’engrènement d’une paire de dents. 
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La courbe suivant laquelle, comme suivant une génératrice, on 
construit la surface latérale de la dent, s’appelle profil de la dent. 
Pour que les dents de la roue menante pendant la rotation 
des roues tombent constamment dans les intervalles des dents 
successives de la roue menée, il faut que la distance entre les 


milieux des dents successives, mesurée sui- 
ÆR | Se vant la circonférence primitive d'une des 
F ADN roues, soit égale à cette même distance pour 
oe. \ l’autre roue. Cette distance est appelée pas 
: . _ circonférentiel de l’engrenage et on la 
note par la lettre latine f. 
Le pas circonférentiel d’un engrenage 
NC / peut également être mesuré suivant la circon- 
férence primitive entre les profils tournés du 
même côté des dents successives. 
Fig. 57 En désignant par z le nombre de dents de 
la roue, par d —le diamètre du cercle primi- 
tif et en exprimant la longueur de la circonférence primitive à 
l’aide du diamètre d'une part, et du nombre de dents, d'autre 
part, on aboutit à l'égalité 
rn-d=2:t, 
d'où 
ds: 
nd 


Cette égalité montre que le diamètre et le pas circonférentiel 
ne peuvent pas s'exprimer à l’aide de nombres commensurables. 
Il est plus avantageux, quant à la fabrication des roues 


dentées, de choisir Île rapport _ de manière qu'il s'exprime soit 


à l’aide de nombres entiers, soit encore par des nombres entiers 
suivis de décimales en nombres restreints. 


Le rapport 2 s'appelle module de l’engrenage, et on 


le note par la lettre latine minuscule m. 

Pour éviter d’avoir une gamme étendue d'instruments de taillage, 
le standard d'Etat d'Union Soviétique a établi, pour les usines 
de construction des machines produisant des roues dentées, deux 
séries de modules jusqu'auxquels on doit arrondir les modules 
obtenus par les calculs. On a prévu dans la première série les 
modules suivants en mm: 0,05; 0,06; 0,08; 0,1; 0,12: 0,15; 
0,2; 0,25; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,8; 1.0; 1,25; 1,5; 2; 2,5; 3: 
4: 5; 6: 8: 10; 12; 15; 20; 25; 32; 40; 50; 60; 80; 100. 
On a prévu dans la seconde série des modules intermédiaires aux 
modules de la première série, tels que 3,5; 4,5; 5,5; 7; 9; 
11 mm et autres. 
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On montrera ci-dessous que si les profils des dents sont 
exécutés correctement, la distance 0,0, entre les centres (voir 
fig. 56) peut, lors du montage de Ja roue, être modifiée 
légèrement tout en conservant le même rapport de transmission. 
Remarquons que les rayons des cercles primitifs changent 
également. 

Par conséquent, une même paire de roues dentées peut être 
montée différemment puisque les roues fonctionneront pour divers 
diamètres des cercles primitifs et par suite, pour différents rap- 


ports 2. Il est évident que les modules standards ne se 


rapportent qu'à une paire possible de cercles primitifs. Ils se 
rapportent à des cercles dits cercles diviseurs. 

On appelle cercle diviseur d’un engrenage un cercle 
imaginaire de diamètre zm, où z est le nombre de dents de la 
roue et m, le module standard. 

Il découle de ce qui vient d'être exposé que le cercle diviseur 
peut coïncider avec le cercle primitif (ce qui a lieu fréquemment), 
mais peut aussi ne pas coïncider. La notion de cercle diviseur 
est nécessaire non seulement parce que l’on a à considérer son 
diamètre, quand on exécute la roue, mais aussi parce que le 
terme «cercle primitif» n'aurait pas de sens dans le cas d’une roue 
unique, vu que les cercles primitifs interviennent dans le cas de 
l'engrènement de deux roues. 

Le diamètre de la roue, donné par le calcul, est pris comme 
diamètre du cercle diviseur. Le cercle diviseur partage la dent 
en deux parties: la partie de la dent qui se trouve au-delà du 
cercle diviseur, qui pour les roues à engrènement extérieur (et en 
deçà du cercle diviseur pour les roues extérieures dans un en- 
grenage à engrènement intérieur) s'appelle tête A’ de la dent; 
la partie de la dent qui se trouve entre le cercle diviseur et le 
bâti de la roue s'appelle pied ou racine h” de la dent. Lorsque 
le cercle primitif ne coïncide pas avec le cercle diviseur, con- 
formément au standard, la dent est partagée en tête et en pied non par 
rapport au cercle diviseur, mais par rapport au cercle primitif. 

Les dimensions des dents normales sont les suivantes: la 
hauteur de la tête doit être égale au module, la hauteur du pied 
à 1,25 module. Dans certains cas, on utilise des roues avec des 
dents raccourcies, c’est-à-dire avec des dents dont la hauteur de 
la tête est égale à 0,8 module et la hauteur du pied au module. 
L'épaisseur de la dent mesurée suivant le cercle diviseur est 
prise égale à la moitié du pas circonférentiel. 

Le module de l’engrenage se détermine d’après les calculs à 
la résistance et à l'usure exposés dans le cours des pièces de 
machines. 
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La circonférence ayant pour centre le centre de la roue et 
qui limite extérieurement l’engrenage s'appelle cercle d'échan- 
frinement ou de tête. 

L'intervalle entre les profils des dents successives, limité par 
la circonférence d’échanfrinement et le bâti de la roue, s'appelle 
intervalle entre deux dents successives ou creux. 
La circonférence décrite à partir du centre de la roue et qui limite 
intérieurement les intervalles entre les dents s'appelle circon- 
férence d’évidement, de pied ou racine. 


B. Transmissions composées 


Sous sa forme la plus simple, la transmission à roues dentées 
est constituée par une roue menante et par une roue menée se 
trouvant en engrènement et montées rigidement sur des arbres en 
rotation autour d'un axe fixe. 

Les transmissions composées sont nécessaires lorsque le rapport 
de transmission dépasse une certaine limite permise que l’on peut 


nn : ris, 
Un ATP 


Fig. 958 Fig. 59 


obtenir en pratique par l'intermédiaire d’une paire de roues. Dans 
ce cas, on a recours à des dispositifs de transmission à plusieurs 
étages: on place entre les arbres menant et mené un ou plusieurs 
arbres intermédiaires (fig. 58), et le mouvement de rotation est 
transmis successivement d’un arbre à l’autre. Dans cette trans- 
mission, sur chaque arbre intermédiaire (arbres B et C sur la fig. 
58), on monte deux roues dont l’une est menée, recevant le mou- 
vement de l’arbre précédent, et l’autre menant, transmettant le 
mouvement à l’arbre suivant. Cette transmission peut réaliser un 
rapport de transmission élevé. 

En désignant la vitesse angulaire des arbres par la lettre w 
avec l'indice correspondant, les rapports de transmission par la 
lettre { avec deux indices, le premier indiquant l’arbre menant, 
le second l’arbre mené, le nombre de dents des roues par la lettre 
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z avec les indices indiqués sur la fig. 58 et en supposant l’arbre 
À menant, l’arbre D mené et en tenant compte que dans une 
transmission par engrenages le nombre de transmission peut 
s'exprimer à l’aide du rapport du nombre de dents des roues, 
puisque le diamètre de la roue est le produit du module par le 
nombre de dents, on trouve: 


G) À = Ze. 

AB GR 2? 
in = = 4 

BC C Ts ° 
oC  Z 


En multipliant ces égalités, on trouve après simplification 


. e . .- . rs . __ 22° 24° Ze 
tas" tac'tcp= net. . 


Par conséquent, dans une transmission à arbres intermédiaires 
sur chacun desquels on a monté des roues menante et menée, le 
nombre de transmission total i ou raison totale du train est égal 
au produit des nombres de transmission intermédiaires ou au rap- 
port des produits du nombre de dents des roues menées au pro- 
duit des nombres de dents des roues menantes (fig. 58, les indi- 
ces pairs indiquent les roues menées, les indices impairs, les roues 
menantes). 

On a représenté sur la fig. 58 seulement deux arbres intermé- 
diaires, mais la conclusion à laquelle on vient d'aboutir reste 
valable pour un nombre quelconque d'arbres intermédiaires. 

Pour de petits nombres de transmission obtenus à l’aide d’une 
paire de roues, on doit avoir recours à un dispositif de trans- 
mission composée au cas où la transmission du mouvement de 
rotation doit être réalisée en conservant le sens de rotation. Si 
on veut que les roues menante et menée soient en rotation dans 
un même sens, on place alors entre elles une roue intermédiaire 
(parasitaire) s’engrenant avec les roues menantes et menées (fig. 59). 

Les roues intermédiaires peuvent être montées aussi dans le 
cas où la distance entre les axes de la roue menante et de Îla 
roue menée est trop grande, tandis que certaines considérations 
de construction interdisent l’utilisation des roues à grand diamètre 
(fig. 60). En supposant que la roue menante a 2, dents (fig. 60) 
et la roue menée 2, dents, on détermine la raison totale du train: 


, , . 2 , . ; 7: 
on trouve qu'elle est égale à 5€ est-à-dire celle de la transmis- 


Q 
sion sans roue intermédiaire. Par conséquent, dans les transmis- 
sions par roues intermédiaires, ni le nombre de roues, ni le nombre 
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de dents n'ont d'influence sur la valeur du nombre de transmis- 
sion total. Le nombre de roues intermédiaires est pris impair 
si la roue menée doit avoir un mouvement de rotation dans le 
même sens que la roue menante, et pair dans le cas contraire. 

Nous avons supposé que les axes menant et mené des roues 
étaient fixes. Cependant, on applique souvent des mécanismes à 
roues dentées où les axes de plu- 
sieurs roues sont mobiles. On 
donne sur la fig. 61 le schéma 
d'un de ces mécanismes à engre- 
nages, Îles plus simples, consti- 
lué par les roues dentées P et C 


Fig. 60 Fig. 61 


et par le levier B appelé guidonnage. Si la roue C était fixe, 
pendant le temps nécessaire au guidonnage B pour accomplir un 


e LL 2 RL) 
tour, la roue P tournerait autour de son axe à P tours, où 2zP 


et zC sont les nombres de dents des roues P et C, en outre, elle 
accomplit encore un tour autour de l’axe du guidonnage. Le rap- 
port de transmission du guidonnage à la roue P sera donc 


zC 
+1. 


Sous cette forme, ce mécanisme est fréquemment appliqué 
dans les appareils où les substances réagissantes doivent être 
malaxées énergiquement. Dans ces appareils, les organes de tra- 
vail (palettes des brassoirs ou hélices), qui agissent directement 
sur les matériaux à traiter, sont montés sur les arbres de plusieurs 
(ordinairement trois) roues C. 

Pour la roue fixe C, représentée sur la fig. 61, le mécanisme 
s'appelle mécanisme planétaire, la roue C s'appelle roue 
planétaire, la roue P, roue satellite. Par un calcul facile, on peut 
voir que ce mécanisme jouit d’un degré de mobilité (deux chaïi- 
nons mobiles B et P, deux couples de rotation et un couple supé- 
rieur). 
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Dans le cas d’une roue mobile C, le mécanisme jouit de deux 
degrés de mobilité et s’appelle mécanisme à roues dentées dif- 
férentiel. 


C. Théorie de l’engrènement 


Le fonctionnement des roues dentées dépend dans une grande 
mesure du soin apporté à l’exécution des profils des dents. Avant 
d'expliquer le choix des courbes suivant lesquelles on doit effec- 
tuer le tracé des profils, décelons la principale exigence que l’on 
doit imposer à ces courbes. 

Nous savons que pendant la rotation des roues dentées en engrè- 
nement, les cercles primitifs roulent l’un sur l’autre sans glisser. 
Cette condition peut être satisfaite seulement au ; 
cas où pendant le processus de l’engrènement Île an 
profil de la dent de la roue menanteest constamment 
en contact avec le profil de la dent de la roue me- | 
née. 8 XX 

Soient O, et O. (fig. 62) les centres respectifs P 
des cercles primitifs des première et deuxième roues ; 

P—]le point de tangence des circonférences primiti- | 
ves appelé pôle d'engrènement; B,—le profil de la | 
dent de la première roue; B,—le profil de la dent 

de la deuxième roue; M—le point de tangence 

des profils à l’instant correspondant à la position —%l . 
réciproque des profils donnés sur la figure. | 

Considérons le mouvement d’une roue, par exem- Fig. 62 
ple, le mouvement de la deuxième par rapport à la 
première. Pendant le roulement du cercle de centre O. sur le cercle 
de centre O.. la circonférence de centre O, et le profil B, qui lui est 
fixe rigidement sont à l’instant considéré animés d'un mouvement 
de rotation autour du pôle P, centre instantané de rotation. Au point 
M se réalise le contact du point M, appartenant au profil B, et 
du point M, appartenant au profil f$.. Lorsque le profil f, est en 
rotation autour du pôle P, la vitesse du point M. par rapport au 
point M,, pour le fonctionnement régulier des roues, ne peut être 
dirigée que suivant la tangente commune aux deux profils au 
point M, sans quoi le profil B, se séparerait du profil B, ou en- 
core viendrait s’écraser sur lui. Le vecteur vitesse du point M, 
par rapport au point M, porté par la tangente commune aux deux 
profils est perpendiculaire à la droite PM en tant que rayon de 
rotation. 

D'après ce qui vient d’être dit, on peut énoncer la condition 
importante que doivent satisfaire les profils des dents se trou- 
vant en engrènement : la normale au point de tangence des profils 
doit passer par le pôle d'engrènement. 
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On peut construire de nombreux profils vérifiant cette condi- 
tion pour chaque cas considéré en se donnant un profil de dent 
presque arbitraire pour une des roues et en construisant le profil 
conjugué pour la dent de l’autre roue. Or, en pratique, quand on 
projette un engrenage, on ne procède jamais ainsi. On trace les 
profils d’après des courbes mathématiques. Les procédés de construc- 
tion des profils conjugués pour des profils arbitrairement donnés 
ne seront pas étudiés. 

Historiquement, les premières courbes mathématiques qui ser- 
virent au tracé des profils de dents furent des courbes cylindri- 
ques (cycloïde, épicycloïde, hypocycloïde, péricycloïde). Théori- 
quement, les profils cycliques jouissent de grands avantages, mais 
les difficultés auxquelles on se heurte pour exécuter exactement 
les dents cycliques ont fait renoncer à la fabrication des roues à 
dents cycliques. À l’heure actuelle, les roues dentées ne sont fa- 
briquées qu'avec des profils à développante. 

Pour évaluer à leur juste valeur les avantages des profils à 
développante, il nous faut préalablement étudier les propriétés 
des développanies dont on a besoin pour les engrenages. 

On appelle développante de cercle la courbe décrite par 
un point d’une droite qui roule sans glisser sur une circonférence. 
La circonférence sur laquelle roule la droite, dont l’un des points 
décrit la développante, s'appelle circonférence de base; 
la droite qui roule sur la circonférence de base s’appelle droite 
génératrice. 

Une des propriétés des plus importantes de la développante 
est la suivante: /a droite génératrice est la normale à la dévelop- 
pante. 

On peut s'en convaincre très simplement en se rapportant à 
la fig. 63. Le point À de la droite génératrice AB est le centre 
instantané de rotation et le segment de droite AB le rayon vec- 
teur du centre instantané de rotation relatif au point B qui décrit 
la développante ; le segment de droite AB est la normale en ce 
point à la développante puisqu'il est perpendiculaire au vecteur 
vitesse de ce point porté par la tangente à la courbe. 

Considérons (fig. 64) la développante CAB, rigidement liée à 
la circonférence de base, et la tangente TT à la circonférence de 
base qui coupe la développante au point À. Prenons un point B 
sur la développante, le segment de droite BB, appartient à la 
droite génératrice. 

Il découle de la définition de la développante que la longueur 


du segment de droite AA, est égale à la longueur de l’arc CA, 
et que la longueur du segment BB, est égale à la longueur de 


l’arc CB. Si l’on garde la droite TT immobile, et si on fait 
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tourner d’un angle a la circonférence de base et la développante 
qui lui est rigidement fixée dans le sens inverse des aiguilles 
d'une montre de manière que le point B, coïncide avec le point À,., 
la développante prend alors la position C,B, et le segment de 
droite BB, coïncide avec le segment B,4, de [a droite TT. 
Avant que ne pivotent la circonférence de base et la déve- 
loppante, le point d’intersection de la développante avec la droite 
TT occupe la position À; pendant la rotation, il se déplace sur 
la droite TT parcourant ainsi la distance AB,. Le chemin AB, 


T 


a | 


Fig. 63 Fig. 64 


parcouru par le point d’intersection de la développante et de la 
droite TT pendant la rotation de la circonférence de base est 


égal à la longueur de l’arc BA, sur lequel le point B, s'est de- 
placé. Donc, 


AB, = A,B,—AA,- BB,— AA, —CB,—CÀ,:=B. À. 


Il en découle que pendant la rotation de la circonférence de 
base et de la développante autour du centre de la circonférence 
de base, la vitesse linéaire du point d’intersection de la dévelop- 
pante et d’une tangente arbitraire à la circonférence de base 
(dans le sens de cette tangente) est égale à la vitesse linéaire des 
points appartenant à la circonférence de base. Cette propriété de 
la développante permet de transformer le mouvement de rotation 
à vitesse angulaire constante en mouvement de translation à 
vitesse linéaire constante et inversement. Pour cela, on a recours 
à un mécanisme à came ordinaire dont la came serait tracée 
d’après la développante. Ce mécanisme est représenté schémati- 
quement sur la fig. 65, où B est le profil à développante de la 
came en rotation autour du centre de la circonférence de base; 
K—la circonférence de base de la développante $; T—le 
poussoir guidé par le manchon B suivant la tangente à la circonfé- 


ss 
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rence de base. Pendant Ia rotation de la came avec une 
vitesse angulaire constante en sens inverse des aiguilles d’une 
montre, le profil de la développante refoule le poussoir vers le 
haut avec une vitesse linéaire constante et réciproquement, 
pendant le mouvement du poussoir vers le bas avec une 
vitesse linéaire constante, la came est animée d’un mouve- 
ment de rotation dans le sens des aiguilles d’une montre avec 
une vitesse angulaire constante. Conformément à ce qui a été dit, 
la vitesse linéaire du poussoir est liée à la vitesse angulaire de 
la came d’après la formule suivante : 


U==r,-0, 


où v est la vitesse linéaire du 
poussoir, w— la vitesse angulaire 
de la came, r,—le rayon de la 
circonférence de base. 


Fig. 65 Fig. 66 


Représentons-nous (fig. 66) deux cames à profils à développan- 
tes B, et B. en contact et qui sont respectivement en rotation 
autour des centres fixes O, et O.. La tangente commune TT aux 
circonférences de base est la droite génératrice aux deux profils, 
et, par conséquent, elle est normale à chacun des profils et doit 
passer par leur point de tangence. 

Faisons tourner le profil B, en sens inverse des aiguilles d’une 
montre avec une vitesse angulaire constante w.,. Le profil B, entraîne 
le profil B, en mouvement de rotation (ainsi que la circonférence 
de base) autour du centre O, dans le sens des aiguilles d'une 
montre. En outre, lors de l'interaction des profils, le point de 
tangence est constamment porté par la tangente TT. Le point 
d'intersection du profil B, avec la droite TT se déplace sur cette 
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droite avec une vitesse linéaire w,r,,, tandis que le point d'inter- 
section du profil B, avec la droite TT se déplace avec une vitesse 
linéaire w,r,., où r,, et r,. sont les rayons des circonférences de base. 
Or, ces deux vitesses étant égales, sinon les profils s’écarteraient 
l’un de l’autre ou s’écraseraient l’un contre l’autre, on obtient 
alors l'égalité 


Dr, = D,fo2 
d’où 
«) r 
co), Tor 


Par conséquent, le rapport des rayons des circonférences de 
base est égal au rapport de transmission. 

La came menante à profil à dévoloppante en rotation avec une 
vitesse angulaire constante ne peut entraîner dans un mouvement 
de rotation la came menée de même profil que pour une portion 
de tour relativement petite, tant que les deux cames se trouvent 
en engrènement. La transmission du mouvement de rotation se 
fait continüment si, autour des axes de rotation des deux cames, 
on intercale plusieurs cames de manière qu’au moment du désen- 
grèenement d’une paire de cames la paire de cames suivante entre 
en engrènement. En agissant ainsi, nous obtenons la paire de 
roues dentées conjuguées dont l’action mutuelle des dents ne diffère 
en rien de l'interaction des cames conjuguées représentées sur la 
fig. 66. 

Nous avons établi plus haut que, pour des profils de dents à 
développante, le profil de la dent menante poussera le profil de 
la dent menée suivant la direction de la tangente commune aux 
circonférences de base des deux profils avec une vitesse linéaire 
égale à celle des points appartenant aux deux circonférences de 
base, ce qui a pour conséquence de donner un rapport de trans- 
mission égal au rapport des rayons des circonférences de base. 

Nous avons également établi que la tangente ccmmune aux 
circanférences de base est le lieu géométrique des points de con- 
tact des profils à développante et est la normale commune aux 
profils au point de contact. 

Il nous reste encore à établir que la normale commune aux 
profils au point de tangence passe par le pôle d'engrènement, 
c'est-à-dire pour des profils à développante la condition fonda- 
mentale nécessaire au fonctionnement régulier des roues dentées, 
établie précédemment, est vérifiée. 

Menons sur la fig. 66 les rayons O,T, et O.T,, où T, et T, 
sont les points de tangence de la droite TT avec les circonféren- 
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ces de base, et désignons par P le point d’intersection des droites 
TT et O,0.. Le segment de droite O,0, s'appelle droite des 
centres. Il découle de la similitude des triangles O PT, et 
O,PT. que le rapport des segments O,P et O,P est égal au Tap- 
port des rayons OT, et OT. des circonférences de base et est 
égal au rapport de transmission. 

Par conséquent, O,P et O,P sont les rayons des cercles primi- 
tifs et le point P par lequel passe la normale commune aux pro- 
fils au point de tangence, est le pôle d’engrènement. 

La tangente commune TT aux cercles de base qui est aussi le 
lieu géométrique des points de tangence des profils conjugués des 
dents s'appelle ligne d’engrènement. 

En se basant sur tout ce qui a été exposé précédemment, nous 
pouvons à présent, connaissant la distance des centres 0,0, et les 
nombres de dents z, et 2,, exécuter le tracé des dents de chaque 
roue en procédant de la manière suivante: 


1) divisons le segment 0,0, par le point P dans le rapport 2 


(voir fig. 56), définissant ainsi les rayons O,P et O,P des le 
primitifs; 

2) déterminons le module d’engrènement (d’après les calculs à 
la résistance) ; 

3) menons les circonférences d'échanfrinement et d’évidement 
en faisant attention à ce que le rayon de la première circonfé- 
rence soit égal au rayon de la circonférence primitive augmenté 
du module, tandis que le rayon de la seconde soit égal au rayon 
du cercle primitif diminué de 1,25 module; 


4) menons par le pôle P la ligne d’engrènement formant un 
certain angle avec la droite O,0, des centres; 

5) menons du centre du cercle primitif la perpendiculaire à la 
ligne d’engrènement tout en déterminant la longueur du rayon de 
la circonférence de base et menons cette circonférence ; 

6) en faisant rouler sans glisser dans les deux sens la ligne 
d'engrènement sur la circonférence de base, le point P décrit une 
portion du profil à développante qui se trouve comprise entre 1a 
circonférence de base et la circonférence d’échanfrinement ; la portion 
restante du profil qui ne sert pas à l’engrènement peut être pro- 
longée à l’aide d’une courbe presque arbitraire; 

7) en portant à partir de la circonférence primitive l'épaisseur 
de la dent, nous construisons le profil qui limite la dent de l’autre 
côté, ce dernier profil, comme il est évident, doit être l’image par 
réflexion du premier ; 

8) après avoir divisé la circonférence primitive à partir du 
point P en un nombre de parties égal au nombre de dents, on 
trace les profils et les autres dents de la roue. 
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L'angle formé par la droite des centres et la ligne d’engrène- 
ment n’est pas de moindre importance quand on fait le projet de 
roues dentées. Cet angle n’a pas de nom spécial, mais l’angle 
complémentaire, c'est-à-dire l’angle formé par la ligne d’engrène- 
ment et la perpendiculaire à la droite des centres, s’appelle angle 
d’'engrènement & (voir fig. 66). 

En résultat du calcul des dents à la résistance et à l'usure 
(les méthodes de ces calculs se trouvent dans le cours des pièces 
de machines) on trouve la valeur indispensable du module d’en- 
grènement. Pour un module déterminé, il est souvent désirable 
et dans certains cas indispensable de prendre pour les roues le 
plus petit nombre possible de dents. Un tel engrenage aura de 
petites dimensions et sa production reviendra à meilleur marché. 
Mais, plus le nombre de dents d’une roue est petit, plus il est 
difficile de réaliser la condition nécessaire du fonctionnement 
régulier des dents, condition exprimant qu'avant le désengrène- 
ment d’une paire de dents la paire suivante de dents entre en 
engrènement. Cette condition. comme cas limite, sera réalisée dans 
le cas où l'arc dit d’engrènement, ou le chemin parcouru 
par un point arbitraire de la circonférence primitive pendant la 
durée de l’engrènement d’une paire de dents, est égal au pas cir- 
conférentiel de l’engrenage. Dans ce cas, il est évident que les 
instants de désengrènement d’une paire de dents et d’engrènement 
de la paire suivante de dents coïncident. Pour le projet d’un 
engrenage, on prévoit que chaque paire suivante de dents s’engrène 
non pas à l'instant même du désengrènement de la paire précé- 
dente, mais avant, c’est-à-dire de manière que l’arc d’engrènement 
soit plus grand que le pas circonférentiel. Le rapport de l’arc 
d’engrènement au pas circonférentiel de l’engrenage s’appelle 
coefficient de recoupement et on le note par la lettre &. 
Le coefficient de recoupement caractérise la régularité avec laquelle 
s’accomplit l’engrènement : plus ce coefficient est grand, plus est 
régulier le fonctionnement de l’engrenage, toutes autres conditions 
restant égales. 

L'augmentation de l’angle d’engrènement entraîne la diminution 
de l’arc d’engrènement, et par conséquent, la diminution du coef- 
ficient de recoupement. Ainsi, pour assurer une plus grande régu- 
larité de fonctionnement de l’engrenage, l’angle d’engrènement 
doit être choisi le plus petit possible. Mais la diminution de 
l'angle d’engrènement entraîne l’augmentation rapide du nombre 
minimum nécessaire de dents de la petite roue; donc, pour dimi- 
nuer les dimensions de la roue, et, par conséquent, pour obtenir 
un engrenage moins coûteux, l’angle d’engrènement doit être choisi 
le plus grand possible. En se basant sur ces considérations oppo- 
sées, il faut établir un angle d’engrènement qui ne présenterait pas 
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d'inconvénients pour fournir des engrenages dont les coefficients 
de recoupement seraient suffisants, d’une part, et ne nécessiterait 
pas un trop grand nombre de dents, d’autre part. En U.R.S.S., 
le standard a établi à 20° la valeur de l’angle d’engrènement ; 
pour cet angle d’engrènement, on fabrique les outils de taillage. 

L'influence de l’angle d’engrènement sur la longueur de l’arc 
d’engrènement est indiquée sur la fig. 56. Quand la roue menante 
de centre O, est en rotation en sens inverse des aiguilles d’une 
montre, l’engrènement débute au point B et l’arc d’engrènement 
au point D où le profil de la dent de la roue menante coupe lÎla 
circonférence primitive à l'instant initial de l’engrènement. L’en- 
grènement commence au point B parce que en ce point le profil 
de la dent menante entre en contact avec le point extrême du profil 
de la dent de la roue menée appartenant à la circonférence d’échan- 
frinement de cette roue (sur la fig. 56 le point B coïncide avec le 
profil droit de la dent de la roue menante; cette coïncidence est 
accidentelle). L’engrènement se termine au point À, point d'inter- 
section de la ligne d’engrènement avec la circonférence d’échanfri- 
nement de la roue menante. L’arc d’engrènement se termine au 
point C, où l’on a mené en pointillé le profil de la dent menante 
qui coupe la circonférence primitive au dernier instant de l’engrè- 
nement. La portion de travail AB de la ligne d’engrènement, 
c'est-à-dire le segment de droite compris entre le début et la fin 
de la tangence effective des profils conjugués des dents, s'appelle 
longueur d’engrènement. 

Si on diminue l’angle d’engrènement «, alors la ligne d’engrè- 
nement 77 tourne, voir fig. 56, autour du pôle P en sens inverse 
des aiguilles d’une montre, ce qui a pour résultat que le point B, 
intersection de la ligne d’engrènement avec la circonférence d’échan- 
frinement de la roue de centre O., se déplace vers la droite, et 
le point À, point d'’intersection de la ligne d’engrènement avec 
la circonférence d'échanfrinement de la roue de centre O,, se dé- 
place vers la gauche ; en outre, l’arc d’engrènement augmente étant 
donné que l’engrènement commence plus tôt et se termine plus 
tard. Il est vrai que les diamètres des circonférences de base 
augmentent quelque peu, ce qui modifie les contours des profils 
et rapproche les points Cet D, mais ce rapprochement est infime 
par rapport à l’augmentation de l’arc d’engrènement. 

À présent, déterminons le nombre minimum de dents de la 
petite roue permettant de réaliser un engrenage pour différents 
angles d’engrènement. On aura en vue des dents à hauteur nor- 
male, c’est-à-dire que la hauteur des têtes est égale au module. 

En premier lieu, prenons en considération que pendant le 
fonctionnement de la roue les profils à développante peuvent se 
tangenter seulement sur la portion de la ligne d’engrènement qui 
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se trouve entre les points T, et T, de la tangence de cette ligne 
avec les circonférences de base (fig. 66) puisque en dehors de cette 
portion les profils à développante ne peuvent plus se tangenter, 
mais seulement se couper. 

D'un point arbitraire de tangence, appartenant à la portion 
T,T, de la ligne d’engrènement, les profils en contact peuvent 
être tracés à l’aide de ce point en faisant rouler la ligne d’engrè- 
nement d’abord sur l’une puis sur l’autre circonférence de base; 
ainsi, on peut tracer à l’aide du point À les profils B, et B, de 
la fig. 66. Dans ce cas, les profils 
ne peuvent pas se couper puisque 
au point de tangence les cen- 
tres de courbure des deux profils 
(points de tangence de la droite 
génératrice avec les circonférences 
de base) sont disposés sur diffé- 
rents côtés des deux profils. Les 
profils tracés sont convexes l’un 
par rapport à l’autre. 

Pendant le traçage des profils 
à l’aide du point À qui se trouve 


Fig. 67 


er dehors de la portion TT, de la ligne d’engrènement (fig. 67), 
les centres de courbure des deux profils au point de tangence se 
trouvent d’un même côté des profils. Il en résulte que les con- 
vexités des profils ne peuvent s'opposer. 

La courbure du profil B, décrit par le point Æ décroît à droite 
du point X puisque le rayon de courbure croît, tandis que la 
courbure du profil B. croît puisque le rayon de courbure pendant 
le roulement de la ligne d’engrènement sur la circonférence de 
centre O, décroît monotonement, d’où à droite du point K le 
profil B, se trouve disposé plus haut que le profil B,. À gauche 
du point X la courbure du profil B, décroît tandis que la cour- 
bure du profil B, croît, d’où le profil B, est disposé plus bas que 
le profil B,. On en déduit qu'avec un point arbitraire, apparte- 
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nant à la ligne d’engrènement et extérieur à La portion T,T,, 

ne peut pas tracer les deux profils à développante qui ne = 
coupent pas par roulement sans glissement de la ligne d’engre- 
nement d’abord sur l’une puis sur l’autre circonférence de base. 

Menons (fig. 68) les cercles primitifs de centres O, et O. et de 
rayons 7, et r,, la ligne d’engrènement sous un angle de 90°—« 
avec la droite des centres, les circonférences d’échanfrinement de 
rayons r,+m et r,+m. Abaissons des centres O, et O, les perpen- 
diculaires OT, et” O,T, à la ligne d’ engrènement. Les segments 
O,T, et O, T. sont les rayons ru et 7. des circonférences de base. 

On supposera que la roue menante est celle de centre O, et 
qu’elle est en rotation en sens inverse de la marche des aiguilles 
d'une montre. 

Plus tôt s'effectuera l’engrènement d’une dent de la roue me- 
nante, plus grande sera la portion de la ligne d’engrènement uti- 
lisée;, en outre, la roue menante tournera d’un plus grand angle 
pendant l’engrènement d’une paire de dents, et par conséquent, on 
pourra se limiter à un nombre plus petit de dents. Comme nous 
venons de l’expliquer, par des dents normales l’engrènement ne 
peut pas se produire sur la ligne d’engrènement jusqu’au point T,, 
par suite, le plus petit nombre de dents sera obtenu si on sup- 
pose que l’engrènement commence au point T.. 

Faisons passer par le point T, la circonférence d’échanfrinement 
de la grande roue de rayon O, T: =r,-km, c'est-à-dire la roue de 
centre O,. La longueur du segment PT, de la ligne d’engrènement 
peut être exprimée de la manière suivante : 


PT,=TIT,—T,P=y (,+m}—r—r, sin a. 


Cette longueur peut encore s'exprimer comme suit : 
PT,=r,sine. 
On obtient l'équation 
r sina= y (r,+m) rar, sin &. 
En substituant dans cette équation r,=ir,,oùi=l,m=2r;:z2, 
où z est le nombre de dents de la petite roue, on trouve 
lo =, COS&= ir, COSG,, 
après simplification par r, et regroupement, on a 
(1+ 25) sin*a-z*—4iz—4=0, 
d’où 
_oit Va+(+2i sin a 
cs (1 + 25) sin? a 
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On donne sur la fig. 69, d’après cette équation, la construction 
des courbes exprimant la dépendance des nombres minimums de 
dents possibles en fonction de l'angle d’engrènement pour différents 
rapports de transmission constants. 

Pour i= ©, au lieu de la grande roue on a une crémaillère. 
En divisant par & le numérateur et le dénominateur du second 


Fig. 69 


membre de l’équation obtenue ci-dessus et en faisant i =, la dé- 
pendance du nombre minimum de dents de la roue qui s’engrène 
avec la crémaillère prend la forme: 
2 
Z = . e e 
sin a 


Il a été dit plus haut que si les profils des dents sont exécutés 
correctement, la distance des centres pendant le montage des roues 
peut être modifiée tout en conservant le rapport de transmission. 
Nous savons à présent que nous avions en vue le profil à dévelop- 
pante. Les profils des dents ne changent pas quand on modifie la 
distance des centres, alors les diamètres des circonférences de base 
restent aussi inchangés, mais la direction de la tangente commune 
(c'est-à-dire la ligne d’engrènement) aux circonférences de base 
change, ce qui entraîne le changement de la position du pôle 
d'engrènement sur la droite des centres. Si avant la modification 
de la distance entre les centres, les cercles diviseurs coïncidaient 
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avec les cercles primitifs, alors, après que le pôle d’engrènement 
ait occupé sa nouvelle position sur la droite et, par conséquent, 
après le changement des diamètres des cercles primitifs, la coïnci- 
dence de ces cercles n'aura pas lieu. La variation de l’angle d’en- 
grènement (conséquence du changement de direction de la ligne 
d’engrènement), de même que la variation du module d’engrène- 
ment (conséquence du changement des diamètres des cercles primi- 
tifs), ne peut pas ne pas influer sur les conditions du fonctionne- 
ment des roues, notamment, sur la valeur du coefficient de recou- 
pement, mais la transmission du mouvement de rotation, par dents 
à profils à développante lorsque les cercles diviseurs ne coïncident 
pas avec les cercles primitifs, sera correcte et aussi pour le même 
rapport de transmission que pendant la coïncidence de ces cercles. 


D. Exécution des roues dentées 


L'exécution précise des dents est une condition indispensable 
pour le fonctionnement satisfaisant des roues dentées: pour de 
grandes vitesses circulaires (de l’ordre de 25 ms et plus) une 
inexactitude de l’ordre de 0,005 mm dans l'exécution provoque 

des effets déjà sensibles lors du fonctionnement 


4 de l'engrenage. 
ES C'est par le procédé de rodage que l’on 
à —7 obtient les meilleurs résultats pour le taillage 
L —— des dents. Pour une meilleure assimilation de 
| PS ce procédé, il est nécessaire d'expliquer préa- 
Le | 4 lablement comment s’accomplit l’engrènement 
| d’une roue dentée et d'une crémaillère, qui est 
Fig. 70 une roue dentée de rayon infini et accomplissant, 


par conséquent, un mouvement rectiligne. 

Menons (fig. 70) le cercle primitif de la roue de centre O et de 
rayon OP. Si le point P est le pôle d’engrènement, alors la droite 
SS est la circonférence primitive de la crémaillère dont le rayon 
est infiniment grand. La droite SS s'appelle droite primitive. 

La ligne d’engrènement pour une position réciproque quelconque 
des profils en contact doit, comme on l’a établi précédemment, 
être normale aux deux profils au point de tangence. Pour que 
cette condition, pendant le mouvement des profils conjugués de la roue 
et de la crémaillère, soit constamment satisfaite, le profil de la dent de 
la roue en rotation autour du centre de la circonférence de base doit 
être tracé d’après la développante; le profil de la dent de la cré- 
maillère en mouvement rectiligne reste perpendiculaire à la ligne 
d'engrènement s’il est tracé sur la droite perpendiculaire à la ligne 
d'engrènement, puisque pour un rayon infiniment grand de la 
circonférence de base la développante se transforme en droite. 
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Le profil rectiligne de la dent de la crémaillère a une très 
grande importance en technique de fabrication des roues dentées : 
les dents à profil rectiligne peuvent être exécutées avec une très 
haute précision sans difficultés particulières, et l'instrument de 
taille exécuté avec précision peut être employé pour l’usinage précis 
des dents à profils à développante indépendamment du nombre 
de dents de la roue à exécuter. 

Pour expliquer comment on obtient un profil à développante 
d’une dent de roue au moyen de l'outil crémaillère (dont les dents 
sont à section trapézoïdale), représentons-nous d’abord une dent de 
la crémaillère en matériau dur et un disque cylindrique en matière 
plastique pouvant facilement changer’ de forme par pression. 

Plaçons la dent de la crémaillère et le disque comme l'indique 
fig. 71 a: l'angle gauche inférieur de la dent tangente la surface 
extérieure du disque. Le rayon du disque est égal à r+m, où r 
est le rayon du cercle diviseur de la roue et m, le module. 

Pendant le fonctionnement de la roue et de la crémaillère, le 
cercle primitif de la roue et la droite primitive roulent sans glisser 
l’un sur l’autre. Conservons la dent fixe et faisons rouler sans 
glisser le cercle diviseur du disque sur la droite primitive. Ce glis- 
sement aura pour résultat que la dent pénétrera graduellement dans 
le matériau du disque en formant ainsi une cavité entre deux dents 
successives. La fig. 71 b montre la disposition réciproque de la 
dent de la crémaillère et du disque pour une position intermédiaire, 
tandis que sur la fig. 71 c on montre la dent et la cavité obtenue 
comme résultat du roulement, limitée par les surfaces latérales 
des dents successives à profils à développante. 

Il va de soi que cette exécution de la roue dentée, à partir de 
l’apprêt cylindrique, impossible en pratique, n'est donnée ici que 
pour illustrer le principe de taillage des dents par le procédé du 
rodage. Pour une dent en acier de la crémaillère et un apprêt 
métallique, la dent de la crémaillère cisaille graduellement le 
matériau de l’apprêt, au lieu que se forme une cavité due à l’action 
de la crémaillère dans l’apprêt, c'est pourquoi la crémaillère est 
exécutée sous forme d’instrument tranchant dont les profils recti- 
lignes sont des profils à arêtes tranchantes. En outre, la crémail- 
lère est animée du mouvement de translation alterné dans la di- 
rection perpendiculaire au plan de l’apprêt à usiner, qui pendant 
le fonctionnement de la crémaillère reste fixe. 

Le procédé du rodage s’applique sous différents aspects pour 
certaines machines à tailler les dents d’engrenage que nous n'étu- 
dierons pas. 

En appliquant le procédé du rodage, on obtient des profils de 
dents à développante sur toute la longueur à partir de la circon- 
férence d’échanfrinement jusqu’à la circonférence de base seulement 
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au cas où le nombre de dents taillées n’est pas inférieur au nombre 
obtenu en appliquant la formule donnée plus haut pour déterminer 
le nombre minimum possible de dents. Si le nombre de dents est 
inférieur à celui obtenu d’après la formule, alors la forme du 
profil est faussée : la tête de la dent de l'outil crémaillère rogne 
la portion à développante du profil à partir de la circonférence 
de base ainsi que la racine de la dent, c’est-à-dire la partie de 
la dent située entre la circonférence de base et la circonférence 


Fig. 71 


d'évidement. En résultat de quoi la dent prend la forme appro- 
ximativement représentée sur la fig. 72. Ces dents sont dites dents 
rognées. 

Il faut remarquer que le rognage de la dent, qui diminue sa 
résistance à la flexion, n'est sensible que pour une réduction no- 
table du nombre de dents, d’où la valeur conventionnelle du nombre 
minimum possible de dents. Par exemple, d’après la formule, 
pour &œ=— 20°, i=— oo, z— 17, les dents sont rognées, cependant sans 
diminution particulière de la résistance le nombre de dents peut 
être pris égal à 14, ce qui se fait souvent. 

Il a été supposé plus haut que pendant le taillage des dents 
la droite primitive SS (voir fig. 70) était dirigée suivant la tan- 
gente au cercle diviseur. C’est ainsi que l’on fabrique les roues 
normales ou nulles (c’est-à-dire non rectifiées). Mais, lors du taillage, 
la droite primitive peut être éloignée de l’axe de l’apprêt (dépla- 
cement positif) ou, au contraire, peut être rapprochée de l’axe 
(déplacement négatif). Dans ces cas, on obtient des roues dites 
non nulles (rectifiées). Quand on éloigne la droite primitive de 
l'axe de l'apprêt, les dents s’obtiennent non rognées et même pour 
un nombre de dents inférieur à 17; à leurs bases, les dents sont 
alors plus épaisses et à leurs sommets plus fines que dans les 
roues nulles. Par suite du rapprochement de la droite primitive 
de l’axe de l’apprêt, le rognage des dents est plus grand que celui 
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des roues nulles, ce qui fait que les dents sont moins solides ; par 
conséquent, le rapprochement vers l’axe de l’apprêt est rarement 
utilisé. principalement dans les cas où il est impossible, par un 
autre procédé, de conserver la distance donnée des centres. 

Les dents de la roue peuvent être aussi taillées d’aprèsile 
procédé qu’on appelle taillage par reproduction. Ce pro- 
cédé est réalisé à l’aide d’un instrument à arêtes tranchantes 


Fig. 72 Fig. 73 


engendrant des creux (fig. 73 a). En disposant l'instrument tran- 
chant par rapport à l’apprêt de manière que l’axe de symétrie des 
arêtes tranchantes de l’instrument soit dirigé suivant le rayon de 
l’apprêt, on peut former un creux en déplaçant l'instrument dans 
la direction perpendiculaire au plan de l’apprêt et en rapprochant 
l'apprêt de l'instrument dans la direction radiale à mesure de 
l'enlèvement du matériau. En appliquant ce procédé, on 
dispose les arêtes tranchantes sur un instrument tournant ayant 
la forme indiquée sur la fig. 73 b et appelé fraise. Conformément 
à cette dénomination, l'opération qui consiste à enlever le maté- 
riau de l’apprêt s'appelle fraisage. Les creux sont fraisés les uns 
après les autres en faisant tourner l’apprêt chaque fois d’un angle 


de = où z est le nombre de dents. 


Puisque la forme du profil à développante est définie par 
l'angle d’engrènement, le module et le nombre de dents de la 
roue, alors pour l'exécution des roues dentées d’après le procédé 
de taillage par reproduction il faut pour un angle standard d’engrè- 
nement disposer .d’une fraise spéciale pour chaque module et pour 
chaque nombre de dents. Vu l'impossibilité pratique d’avoir dans 
les usines des jeux trop grands de fraises, on est obligé de se 
contenter de jeux limités en utilisant une même fraise pour l'exécu- 
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tion de roues ayant des nombres de dents différents. Ainsi, étant 
en possession d’un jeu de 8 fraises, on est obligé d'utiliser la 
même fraise pour exécuter les roues de 26 à 34 dents, une autre 
jraise pour les roues de 35 à 54 dents, etc., obtenant à l’aide 
de chaque fraise des profils exacts seulement pour un nombre 
bien déterminé de dents. Dans les autres cas les profils sont 
inexacts. C’est pourquoi on n’applique pas le procédé de taillage 
par reproduction pour l'exécution des roues dentées destinées à 
fonctionner avec de grandes vitesses linéaires sur les circonféren- 
ces de base, les dents de ces roues devant être usinées avec une 
très grande précision. 


E. Engrenages gauches hélicoïdaux et 
engrenages à chevrons 


Si on coupe la roue dentée en deux parties égales par un plan 
perpendiculaire à son axe, puis, si on relie rigidement ces parties 
en les écartant l’une par rapport à l’autre d’un angle inférieur à 


— et en agissant de la même manière avec l’autre roue qui doit 


s'engrener sur la première, on obtient alors deux roues à denture 
à gradins. Ceci a pour avantage qu’à chaque instant les parties 
de la dent qui ont subi une translation l’une par rapport à 
l’autre fonctionneront sur des portions différentes de profil, ce 
qui fait que les roues auront un fonctionnement plus doux et 
un plus grand coefficient de recoupement : la première partie sort 
d'engrènement, parcourt le même arc d’engrènement qu'aurait 
parcouru la dent non coupée, tandis que la seconde partie se 
trouve encore pendant un certain temps en engrènement. 

De la même manière, on peut obtenir des roues à denture à 
plusieurs gradins. Cependant, malgré leurs avantages indiqués 
ci-dessus, les roues à dentures à gradins n’ont pas été très répan- 
dues vu leurs grandes difficultés de fabrication par rapport à la 
fabrication des roues ordinaires à dentures droites. 

L'augmentation du coefficient de recoupement et la régularité 
du fonctionnement peuvent être atteintes en orientant les surfaces 
latérales des dentures de manière que les lignes des pôles se 
trouvent tracées sur le cylindre diviseur des hélices. Ces roues 
s’appellent engrenages à dentures gauches hélicoïdales. 

On a représenté sur la fig. 74 le cylindre diviseur ainsi que 
la ligne AB tracée sur le cylindre que représente la ligne des 
pôles d’une denture droite, et l’hélice AC qui représente la ligne 
des pôles d’une denture gauche hélicoïdale. Si, dans une roue 
à dentures droites en rotation dans le sens des aiguilles d’une 
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montre, la dent sort d'engrènement à l'instant où la ligne AB 
occupe la position indiquée sur la fig. 74, alors, à cet instant, 
dans une roue à dentures gauches hélicoïdales, la dent commence 
seulement à sortir de l’engrènement tandis que l’engrènement 
complet se termine après que le point B ait parcouru l'arc BC. 

En développant sur le plan la partie de la surface latérale du 
cylindre diviseur limitée par les lignes AB, AC et par l’arc BC, 
on obtient le triangle ABC (fig. 75), où B est l’angle formé par 
la ligne des pôles avec une génératrice quelconque qui est en 


ls 
Fig. 74 Fig. 75 Fig. 76 


même temps l'angle complémentaire de l’angle du pas de l’hé- 
lice des pôles, et BC—l’arc complémentaire d'engrènement. 

Si la longueur d'une denture droite est AB = b et le coefficient 
de recoupement est e, pour des roues à dents droites, le coefficient 
de recoupement d’une roue à dents gauches hélicoïdales est égal à 


et =et te B. 


On a représenté sur la fig. 76 le développement sur le plan 
d'une partie du cylindre diviseur avec les hélices des pôles: 
t, est le pas latéral, c’est-à-dire la distance suivant le cercle di- 
viseur comprise entre les profils des dents successives tournées d'un 
même côté dans une section latérale; le rapport t,:17=m, s'appelle 
module d'engrènement latéral : 

t, est le pas normal ou réel, c'est-à-dire la plus courte distance 
comprise entre les profils de dents successives tournées d'un même 
côté par rapport au cylindre diviseur ; le rapport {,:1—m, s'appelle 
module normal d’engrènement ; 

t, est le pas axial, c’est-à-dire la distance suivant la direction 
parallèle à l’axe de la roue comprise entre les profils de dents 
successives tournées d’un même côté par rapport au cylindre di- 
viseur. 


6 Ban. A. 3unouvec 
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Par rapport aux roues à dentures droites, les roues à dentures 
gauches hélicoïdales jouissent des avantages suivants : 

1) les dents à dentures gauches hélicoïdales étant en contact 
à chaque instant en différents points du profil s'usent plus unifor- 
mément que les dents à dentures droites; 

2) les dents à dentures gauches hélicoïdales n'étant pas en 
prise simultanément sur toute la longueur, mais graduellement, 
sont alors moins sensibles aux chocs que les dents à dentures 
droites ; 

3) pour des conditions identiques, et comme conséquence d’un 
coefficient de recoupement élevé, le nombre minimum de dents 


Fig. 77 Fig. 78 


possible pour la roue à dents gauches hélicoïdales est inférieur à 
celui des roues à dents droites. 

L'inconvénient des roues à dents gauches hélicoïdales consiste 
en ce que la force P avec laquelle la dent d'une roue exerce une 
pression sur la dent de l’autre roue suivant la normale commune 
aux hélices (voir fig. 77 sur laquelle l'hélice est développée sur 
le plan) se décompose en force P, agissant dans le plan de rotation 
des roues et en force P, dirigée perpendiculairement au plan de 
rotation des roues. La force P, crée une pression axiale sur les 
paliers. Ceci entraîne des pertes supplémentaires dues au frottement 
de ces paliers sans parler de la nécessité d'une construction plus 
compliquée de ces paliers. 

On évite les pressions axiales dans les paliers en disposant 
sur un seul arbre deux roues à dents gauches hélicoïdales dont 
les dents sont inclinées dans des directions opposées ou bien, ce 
qui est encore plus simple, en disposant sur la jante de la roue 
deux rangées de dents inclinées dans des directions opposées. On 
a représenté sur la fig. 78, sous forme développée sur le plan, 
la portion de la surface du cylindre diviseur d'une roue à hélice 
latérale des dents tracées sur le cylindre diviseur. Pour la commo- 
dité de l’exécution des roues (pour le retrait de l’instrument tran- 
chant), on ménage fréquemment une rainure intermédiaire de faible 
largeur entre deux rangées de dents gauches helicoïdales. 

Ces roues s’appellent roues à chevrons et d'ordinaire elles 
sont appliquées pour transmettre de grandes puissances et pour de 
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grandes vitesses linéaires sur les circonférences primitives de la 
roue. 

En 1954-1955, M. Novikov a proposé pour les engrenages 
gauches hélicoïdaux une transmission, qui à l'heure actuelle est 
de plus en plus appliquée, de conception entièrement nouvelle et 
différente des transmissions à développante. Les engrenages gauches 
hélicoïdaux à transmission dus à Novikov permettent de transmettre 
des efforts circulaires de 2 à 3 fois plus grands que les mêmes 
engrenages à transmission à développante, tout en conservant les 
mêmes dimensions et les mêmes matériaux. 


20. TRANSMISSION DU MOUVEMENT DE ROTATION PAR CORPS 
FLEXIBLES. TRANSMISSION PAR COURROIES 


La transmission du mouvement de rotation par corps flexibles 
est réalisée de la manière suivante : sur les arbres menant et mené 
on monte des roues à demeure dont les jantes sont enveloppées 
partiellement par un corps flexible; quand l'arbre menant est en 
rotation et par suite la roue montée à demeure, le corps flexible 
entraîné par la roue menante, entraîne à son tour la roue menée. 
En tant que corps flexible, on emploie des courroies en différents 
matériaux, des câbles et des chaînes, en fonction de quoi il faut 
distinguer les transmissions par courroies, les transmissions par 
câbles et les transmissions par chaînes. 

La transmission par courroies est un des types de transmission 
largement utilisés pour transmettre le mouvement de rotation. La 
transmission par câbles, du point de vue cinématique, ne diffère 
pas de la transmission par courroies; il existe pourtant une 
différence assez sensible entre ces deux types de transmission 
quant aux formes constructives des pièces de transmission, condi- 
tionnée par la distinction des propriétés des câbles et des cour- 
roies. Dans le passé, la transmission par câbles était appliquée 
principalement pour la transmission des grandes puissances, mais 
avec l’électrification des usines et des fabriques, le domaine 
de son application s’est restreint, et à l'heure actuelle elle n'est 
presque plus employée. Aussi bien dans les transmissions par 
courroies que dans les transmissions par câbles, la roue menante 
entraîne un corps flexible qui à son tour entraîne la roue menée 
à l’aide de la force de frottement. Il en résulte que ces deux 
types de transmission ne peuvent pas être appliqués dans les 
cas où la transmission doit réaliser un rapport de transmission 
très précis. 

La transmission par chaînes est réalisée à l’aide de roues dentées 
(appelées «roues étoiles») enveloppées partiellement par une chaîne 


6% 
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qui s’engrène avec les dents; contrairement aux transmissions par 
courroies et par câbles, dans les transmissions par chaînes le 
rapport de transmission, égal au rapport du nombre de dents des 
roues, est constant, indépendamment des oscillations de la valeur 
de la puissance à transmettre. La transmission par chaîne a deux 
grands inconvénients: le poids élevé de la chaîne (par rapport 
au poids de la courroie) et l'allongement progressif de la chaîne, 
ce qui entraîne la nécessité de la raccourcir périodiquement, en 
enlevant un des maillons. Ces deux inconvénients éliminent pra- 
tiquement la possibilité d'appliquer la transmission par chaîne 
pour les grandes distances entre les axes des arbres menant et mené. 


Fig. 79 


Pour les petites distances, dans certaines installations mécaniques, 
l'application de la transmission par chaîne se justifie dans les 
cas où les petites distances entre les axes des arbres sont trop 
grandes pour les transmissions par roues dentées. 

La transmission plane par courroie, c'est-à-dire la transmission 
entre arbres à axes parallèles, est plus fréquente sous la forme 
dite transmission plate, qui schématiquement est représentée sur 
la fig. 79 a, où O, et O, sont les axes des arbres, #, et ff, des roues, 
rigidement montées sur les arbres, appelées poulies dans 
la transmission par ccurroie et P, la courroie qui enveloppe 
partiellement les deux poulies. Comme il a été dit plus haut, la 
transmission du mouvement de la poulie menante à la courroie 
et de la courroie à la poulie menée est réalisée à l’aide de la 
force de frottement. Les autres conditions restant égales, la force 
de frottement sera d'autant plus grande et, par suite, la transmis- 
sion fonctionnera d'autant mieux que l’angle d’enroulement & de 
la poulie avec la courroie est plus grand. C'est pourquoi quand 
on établit le projet de cette transmission, si cela est possible, la 
partie menante de la courroie, c'est-à-dire le brin plus tendu, 
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doit être disposée en bas, car la partie menée de la courroie, qui 
pend le plus, étant disposée en haut, augmente l'angle d'enroule- 
ment (fig. 79 b) tandis que disposée en bas, elle diminue cet 
angle (fig. 79 c). 

La distance entre les axes des arbres dans une transmission 
par courroie plate peut être importante et atteindre 15 m en 
fonction de la largeur de la courroie et de certaines autres condi- 
tions. Pour des distances trop grandes, la courroie commence à 
«flotter», c'est-à-dire à accomplir des mouvements vibratoires dans 
la direction perpendiculaire à la direction de son mouvement, 
faisant dépenser une partie de la puissance transmise par la poulie 
menante, ce qui influe défavora- 
blement sur la durée de son fonc- 


tionnement. Pour de très petites 
distances entre lesaxes des arbres 
menant et mené, la courroie glisse 
sur les pouliesen dépassant les li- 


mites tolérées pour le fonctionne- 
ment correct de la transmission. 

Dans une transmission plate, 
les deux poulies sont en rotation 
dans le même sens. Pour transmettre le mouvement avec change- 
ment du sens de rotation, on applique la transmission croisée, 
schématiquement représentée sur la fig. 80. Pour des distances 
égales entre les axes des poulies et pour des poulies de mêmes 
diamètres, les angles d’enroulement des poulies et de la courroie 
de la transmission croisée sont plus grands que dans une 
transmission plate. C'est en ceci que consiste l'avantage de la 
transmission croisée. Cependant, pour de petites distances entre 
les axes des arbres on obtient pour la courroie une inclinaison 
trop accentuée par rapport à la poulie, ce qui rend l'utilisation 
de la courroie incomplète; en outre, dans les transmissions croi- 
sées la courroie se tord suivant deux plans différents et est soumise 
à l'usure au point de jonction des brins menant et mené entre les 
poulies en rotation dans des sens opposés. Ces défauts de la trans- 
mission croisée sont d'autant plus manifestes que la courroie est 
large et que la vitesse linéaire est grande. 

Si on pouvait réaliser une transmission par courroie de ma- 
nière que la courroie ne glisse pas sur les poulies, alors le rapport 
de transmission serait déterminé d'après l’égalité 


o,R, & &,R,, 


d’où 
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c'est-à-dire que le rapport de transmission serait égal au rapport 
des rayons des poulies. 

Néanmoins, pendant le fonctionnement de la transmission, la 
courroie ne peut pas ne pas glisser sur les poulies aussi soignée 
que soit l'exécution de la transmission, car dans la partie menante 
la courroie s’allonge davantage que dans la partie menée. 
La pratique nous enseigne que du fait du glissement inévitable 
de la courroie sur les poulies, le nombre de tours de la poulie 
menée, pour un fonctionnement entièrement satisfaisant de Ja 


Fig. 81 Fig. 82 


transmission, est de 1,5 à 2,5% plus petit qu'il aurait dû être 
s’il n’y avait pas eu de glissement. Le glissement, les autres con- 
ditions étant égales, est d'autant plus grard qu'est grande la 
puissance à transmettre. 

L’impossibilité de réaliser un rapport de transmission précis 
est le défaut de la transmission par courroie. Il faut, d’ailleurs, 
avoir en vue que pour les besoins pratiques ce défaut, dans de 
nombreux cas, n’a aucune importance. 

Le glissement de la courroie dépasse la limite permise et le 
fonctionnement de la transmission par courroie devient insatisfai- 
sant quand le rapport de transmission est excessivement grand 
et quand la distance entre les axes des arbres menant et mené 
est trop petite, car, pour chacune de ces conditions défavorables, 
l’angle d’enroulement avec la courroie de la petite poulie devient 
insuffisant. Dans ces cas, la transmission par courroie est installée 
soit avec un galet de tension ou un galet tendeur soit 
avec une transmission intermédiaire. 
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La transmission avec un galet de tension est représentée sche- 
matiquement sur la fig. 81. Dans cette transmission, le galet de 
tension # en rotation libre sur l'axe du levier à deux bras P 
exerce une certaine pression sur la partie menée de |a courroie, 
l'écartant et par là même augmentant considérablement l’angle 
d’enroulement de la petite poulie avec la courroie. Le levier P 
est’posé librement sur l’axe de la petite poulie et se trouve sous 


Fig. 83 Fig. 84 


l'action de la charge D ou du ressort. La force avec laquelle le 
galet de tension exerce une pression sur la courroie est facilement 
réglable en faisant varier la charge ou la tension du ressort. Le 
fonctionnement de la transmission à galet de tension peut être 
satisfaisant aussi bien pour les grands rapports de transmission 
que pour les petites distances entre les axes des arbres menant 
et mené. 

La transmission avec une transmission intermédiaire (fig. 82) 
est une transmission à arbre intermédiaire dans lequel la raison 
générale de l’arbre menant / et de l’arbre mené 3 est réalisée en 
deux étapes: de la poulie À le mouvement est transmis à la 
poulie B montée sur l’arbre 2 et de la poulie C, rigidement montée 
sur l’arbre 2, à la poulie D. À chacune de ces étapes, qui repré- 
sentent une transmission plate ordinaire, afin d’éviter le patinage 
de la courroie sur la poulie, la raison de la transmission ne doit 
pas dépasser une limite permise; c’est pourquoi, pour une raison 
de transmission très grande, on peut installer deux arbres inter- 
médiaires ou plus. 

On a recours à la transmission intermédiaire parfois même 
sans aucune nécessité de décomposer un grand rapport de trans- 
mission en deux petits: la transmission intermédiaire peut être 
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indispensable si, d’après les conditions locales, la transmission 
directe de l’arbre menant à l’arbre mené ne peut être réalisée 
(fig. 83). 

Il est souvent nécessaire de réaliser la transmission aux ma- 
chines-outils avec divers rapports de transmission. On y arrive 
à l’aide de poulies à étages (fig. 84). Les diamètres des poulies 
à étages doivent être choisis de manière que sur tous les étages 
la longueur utile de la courroie soit la même. En appliquant des 
poulies coniques (fig. 85), on peut varier continüment le rapport 


ai 


Fig. 85 Fig. 86 


de transmission entre des limites connues en fonction des plus 
grands et des plus petits diamètres sans arrêter le fonctionnement 
de la transmission pendant le changement du rapport de transmission. 

Dans les cas où d’un arbre menant les poulies de plusieurs 
machines-outils ou appareils sont animées d’un mouvement de 
rotation, et où il est nécessaire d’avoir la possibilité d’arrêter la 
transmission du mouvement de rotation d’une poulie sans inter- 
rompre la transmission des autres poulies, alors, sur l’arbre mené 
de chaque machine-outil ou appareil, à côté de la poulie mobile 
P (fig. 86) montée rigidement sur l'arbre menant, on installe 
une poulie folle X en rotation libre sur l'arbre. En installant sur 
l’arbre menant T une poulie d'épaisseur double, on peut, pendant 
la rotation continue de l’arbre menant, mettre en mouvement ou 
arrêter l’arbre mené en faisant passer la courroie de la poulie 
folle à la poulie mobile et inversement à l’aide d'un dispositif 
simple appelé doigt de débrayage. 


CHAPITRE IV 


MÉCANISMES GAUCHES TRANSMETTANT 
LE MOUVEMENT DE ROTATION 


21. TRANSMISSION PAR FRICTION 


La transmission par friction gauche se réalise entre des arbres 
à axes concourants. Cette transmission peut être réalisée pour des 
différents angles entre les axes des arbres, mais le plus souvent 
en pratique elle s'applique à des arbres dont les axes se coupent 
à angle droit. Seules ces transmissions seront considérées ulté- 
rieurement. 

Dans une transmission du mouvement circulaire entre des ar- 
bres à axes parallèles (pour un rapport de transmission constant), 
les cylindres primitifs sont en roulement sans glissement l’un sur 
l’autre; c’est pour cette raison-là que cette transmission s'appelle 
cylindrique. Dans une transmission entre arbres à axes concourants 
(avec un rapport de transmission constant), les cônes primitifs 
roulent l’un sur l'autre (fig. 87), et c’est pourquoi cette trans- 
mission est dite conique. 

Dans une transmission cylindrique, le rapport de transmission 
peut s'exprimer à l’aide du rapport des rayons des cylindres pri- 
mitifs et dans une transmission conique à l’aide du rapport des 
rayons de base des cônes primitifs, ce dont on peut s’en convaincre 
facilement de la manière suivante. 

La vitesse linéaire du point À (fig. 87), appartenant à l’un 
des cônes, pendant la rotation du cône autour de l’axe OB est 
égale à w,R,, où æ, et R, sont respectivement la vitesse angulaire 
et le rayon de base du cône; la vitesse linéaire du point À, 
appartenant à l’autre cône est w.,R., où &, et R, sont respective- 
ment la vitesse angulaire et le rayon de base de ce cône. Pendant 
le roulement sans glissement d’un cône sur l’autre, l'égalité 


&,R, — @,R, 
; R; 


5 


TS R; ” 


doit être vérifiée, d’où 
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Dans une transmission conique, le rapport de transmission peut 
aussi s'exprimer autrement. En désignant par à, et 6, les demi- 
angles aux sommets des cônes, on trouve 

R = 180,=ctg Ô1, 
c’est-à-dire le rapport de transmission d’une transmission conique 
peut donc s'exprimer à l’aide de la tangente du demi-angle au 
sommet d'un des cônes primi- 
tifs ou par la cotangente du de- 
mi-angle au sommet de l’autre 
cône. 


Fig. 87 Fig. 88 


Dans une transmission par friction cylindrique, les surfaces des 
cylindres primitifs sont les cylindres extérieurs des rouleaux. De 
même, dans la transmission par friction conique, les surfaces des 
cônes primitifs sont les surfaces extérieures des rouleaux coniques 
qui, comme dans la transmission cylindrique, doivent exercer une 
pression l’un par rapport à l’autre avec une force suffisamment 
grande. 

Pour assurer l’adhérence d’un rouleau sur l’autre, dans la 
transmission cylindrique, l'arbre d’un des rouleaux est posé sur 
des paliers mobiles radialement, et l’adhérence est réalisée par le 
déplacement radial du palier avec l'arbre et le rouleau. Dans la 
transmission conique, les arbres sont posés sur des paliers fixes 
et l’adhérence est assurée par une force (ordinairement à l’aide 
d'un ressort) dirigée suivant l’axe d’un des rouleaux. 

Dans la transmission conique usuelle le rapport de transmission 
est constant. Dans la transmission dite à plateau, donnée sur la 
fig. 88, le rapport de transmission peut varier entre certaines limi- 
tes en modifiant la distance k de l’axe du plateau B jusqu'au 
plan de symétrie du galet À. Pour modifier cette distance, on ins- 
talle de simples dispositifs permettant d’immobiliser le galet À 
en un point arbitraire de l'arbre. 

La transmission à plateau est l’un des aspects de ce qu’on 
appelle variateur. Les variateurs sont des mécanismes assurant le 
réglage graduel, c'est-à-dire un réglage sans à-coups de la vitesse 
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angulaire de l’arbre mené lorsque la vitesse de l’arbre menant est 
constante. 

Dans la transmission par friction conique les arbres exercent 
des pressions sur les paliers non seulement radialement., comme 
cela se produit dans les transmissions cylindriques, mais aussi 
axialement. Pour le reste, l’avantage et les défauts des transmis- 
sions par friction coniques, permettant de délimiter leur domaine 


d'application, sont les mêmes que ceux des transmissions cylindri- 
ques. 


22. TRANSMISSION PAR ENGRENAGE 


La transmission par engrenage gauche, tout comme la trans- 
mission par friction gauche, est réalisée entre arbres dont les axes 
sont concourants, et, de même que la transmission par friction, 
elle est appliquée dans la plupart des cas entre arbres dont les 
axes se coupent à angle droit. C'est cette transmission qui sera 
étudiée. 

Tout comme les cylindres primitifs pour la transmission par 
engrenage cylindrique, les cônes primitifs pour la transmission par 
engrenage conique sont purement fictifs. Les dimensions des dents 
qui sont définies par la hauteur, l’épaisseur, le pas et le module 
dans les roues coniques varient proportionnellement avec la dis- 
tance du sommet du cône diviseur. Le module d'une roue conique 
arrondi jusqu’à sa valeur standard pendant l’exécution du projet 
de la transmission est le module de la grande base du cône 
diviseur. 

Comme dans une transmission par friction conique, le rapport 
de transmission d'un engrenage conique peut s'exprimer à l’aide 
du rapport des rayons de base des cônes primitifs ou à l’aide 
de la tangente du demi-angle au sommet d’un des cônes primitifs 
(soit encore à l’aide de la cotangente du demi-angle au sommet 
de l’autre cône primitif). 

Dans une transmission cylindrique l’engrènement des paires de 
profils conjugués s'effectue dans un plan, et c’est pour cela que 
le tracé des deux profils peut être exécuté sur un plan avec la 
précision voulue (pratiquement il s'obtient par taillage à l’aide 
de machine à tailler les engrenages, sans traçage préalable). 

Dans l’engrenage conique, l’engrènement des paires de profils 
conjugués s'effectue sur une surface sphérique. Or, comme on le 
sait, la surface sphérique n'est pas développable sur le plan, 
d'où il en découle que le traçage précis des profils des roues coni- 
ques n’est pas possible sur le plan. Pour avoir une exécution 
précise, les profils des dents des roues coniques doivent être les 
développantes des sphères, mais la fabrication des roues ayant ces 


92 Mécanismes gauches transmettant le mouvement de rotation 


profils présente des difficultés pratiques pour les machines-outils 
modernes. 

Il y a environ cent ans que l’on a proposé une méthode appro- 
chée pour le traçage des engrenages coniques. D'après cette mé- 
thode, le traçage sur le plan des profils des dents des roues coni- 
ques s'effectue de la manière suivante (fig. 89): 

l) on construit les cônes primitifs; 

2) du point À de la génératrice commune aux cônes primitifs 
on mène la perpendiculaire à cette génératrice; les points O, et 
O, d'intersection de cette perpen- 
diculaire avec les axes des cônes 
primitifs sont les sommets des cô- 
nes complémentaires ; 

3) les segments O,4 et O,A 
appartiennent aux génératrices des 
cônes complémentaires ; les arcs des 
circonférences de rayons O,A et 
O,A sont les développements des 
bases des cônes complémentaires ; 

4) sur les développements des 
bases des cônes complémentaires, 
comme sur les cercles primitifs, on 
construit les profils des dents de 
la même manière que pour la trans- 
mission cylindrique. 

De la même manière, on ob- 
tient des arcs des circonférences 

Fig. 89 de rayons 0,4’ et O4’, sur les- 

quels, comme sur les circonféren- 

ces primitives, on construit les profils des dents pour des cônes 
primitifs de petites bases. 

Le développement sur le plan du cône complémentaire n'est 
pas un cercle entier, mais une portion de cercle limitée par un 
arc de longueur 2xkR, où R est le rayon de base du cône primitif 
et du cône complémentaire. Sur cet arc de circonférence on peut 
construire autant de profils que la circonférence de base du cône 


primitif peut en contenir et la circonférence de rayon —Æ, décrite 


> . « ° . . FA 
par la génératrice du cône complémentaire peut contenir os PTO- 


fils, où z est le nombre de dents de la roue conique et ô—le 
demi-angle au sommet du cône primitif. D'où, les autres condi- 
tions restant égales, la paire de roues coniques à z dents pour la 
petite roue fonctionne avec un coefficient de recoupement analogue 
à celui de la paire de roues cylindriques dont la petite roue pos- 
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séderait = dents. Le nombre TT s'appelle nombre fictif (ou 


réduit) de dents de la roue conique. 

Sur les machines modernes à tailler les engrenages, les profils 
des dents des roues coniques obtenus se distinguent des dévelop- 
pantes sphériques et des profils obtenus d’après la méthode sim- 
plifiée de construction exposée ci-dessus. 


23. ENGRENAGE A VIS SANS FIN 


L'engrenage à vis sans fin est une modification du couple ciné- 
matique gauche vis-écrou. 

Si l’on empêche la vis d'effectuer le mouvement de translation 
(fig. 90 a), et l’écrou le mouvement de rotation et si on permet 
à la vis d'accomplir le mouvement de rotation, alors l’écrou sera 
animé d'un mouvement de translation. Le mouvement de l’écrou 
n'est pas altéré si seulement une partie de l’écrou est en contact 


Fig. 90 


avec la vis (fig. 90 b). Sur la coupe de l’écrou, comme l'indique 
la fig. 90 Bb, il ne reste que les parties des filets hélicoïdaux qui 
ont la forme de dents obliques. 

En faisant tourner la vis, les filets de l’écrou en coupe sont 
animés d'un mouvement de translation; ce mouvement de trans- 
lation peut être considéré comme un mouvement de rotation sui- 
vant une circonférence de rayon infini. Si les filets de l’écrou 
sont disposés sur la jante d’une roue, alors, à l’aide de transfor- 
mations adéquates de leurs formes, on obtient l’engrenage à vis 
sans fin représenté sur la fig. 91, dont la vis s'appelle vis sans 
fin et la roue, roue d’engrenage à vis sans fin. 

La section de l’engrenage à vis sans fin par un plan perpen- 
diculaire à l’axe de la roue et passant par l'axe de la vis sans 
fin, comme cela se voit sur la fig. 92, ne diffère pas de la section 
par un plan perpendiculaire à l’axe d'une roue à denture droite 
en engrènement avec une crémaillère. Le profil de la dent de Îla 
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crémaillère, comme cela a été expliqué ci-dessus, est rectiligne. 
donc la section longitudinale d’un filet de la vis sans fin est un 
trapèze. On emploie aussi des vis sans fin dont les profils sont à 
développante. 

La distance entre les points voisins de l’intersection de l’hélice 
tracée sur le cylindre diviseur de la vis sans fin avec les géné- 
ratrices du cylindre s'appelle pas de l’hélice. D'ordinaire, le pas 
de l’hélice est noté par la lettre latine minuscule s. 


L'hélice tracée sur le cylindre diviseur par un filet de la vis 
s'appelle hélice moyenne. 

En développant sur un plan le cylindre diviseur de la vis sans 
jin et l’hélice moyenne, on obtient deux droites dont l’une est la 
développée du cercle diviseur et l’autre, la développée de l’hélice. 
L'angle À formé par ces deux droites est égal au pas du filet de 
la vis sans fin suivant le cylindre diviseur (fig. 93). 

On appelle pas du filet de la vis sans fin suivant le cylindre 
diviseur l’angle aigu formé par la tangente à l'hélice moyenne et 
la tangente au cercle diviseur au point correspondant. 

En portant à partir du point À (fig. 93) le segment de droite 
AB de longueur égale à la longueur de la circonférence du cercle 
diviseur et en portant sur la perpendiculaire abaissée sur 4B Île 
segment de droite BC de longueur égale au pas s de l’hélice 
moyenne, on déduit alors du triangle ABC la dépendance suivante 
entre l'angle À, le pas s de l’hélice et le diamètre d, du cylin- 
dre diviseur de la vis 


S 


La vis sans fin peut être composée de plusieurs filets égale- 
ment distants les uns des autres. On a représenté sur la fig. 94 
une vis sans fin à trois filets. Si la vis sans fin est compose de 


z, filets, elle est alors appelée vis sans fin à z, progressions. 
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Le nombre z, des progressions de la vis sans fin est le nom- 
bre de filets de la vis sans fin obtenu par l'intersection d’un plan 
perpendiculaire à son axe. 

La distance entre les surfaces profilées des filets successifs qui 
se trouvent d’un même côté et mesurée parallèlement à l'axe de 
la vis sans fin s'appelle pas axial de la vis sans fin. Le pas 
axial de la vis sans fin sera toujours noté par la lettre latine 
minuscule f. 

On a représenté sur la fig. 95 la section longitudinale d’une 
vis sans fin à trois progressions et on a indiqué par les chiffres 
1, 2, 3 les différentes progressions, le pas s de l’hélice moyenne 


Fig. 95 


et le pas axial /. On déduit de ce qui est exposé ci-dessus la 
relation suivante entre s et /: 


S= 2," {. 


À l'aide de cette dernière formule on trouve 


nd, dd, xd. q ” 


où m est le module d'engrènement et g=d,:m, le nombre de mo- 
dules contenu dans le diamètre du cylindre diviseur de la vis. 

Les nombres g, recommandés pour le projet d’un engrenage à 
vis sans fin, sont prévus par le standard. En plus des standards 
autorisés mais non recommandées, on a prévu les modules suivants 
ct les nombres q correspondant aux différents modules : 


m— 3 4 568 10 12 16 20 mm 
g=12111098 8 8 98 
Pour z, de 1 à 4 et q de 12 à 8, l'angle À varie entre les 
limites arc te 75 — 4°23"55" jusqu'à arc tg + — 26°33/54". 
L'angle d’engrènement & = 20° est standardisé pour la section 


de base de la roue, c’est-à-dire pour la section par un plan per- 
pendiculaire à l’axe de la roue. Pour un angle d’engrènement 
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standard, le nombre minimum de dents possible de la roue est 
14; cependant, pour avoir un engrenage fonctionnant convena- 
blement, on recommande de prendre au moins 26 dents. 

La vitesse linéaire sur la circonférence primitive de la roue 
est 


où d, et n, sont respectivement le diamètre du cercle primitif et 
le nombre de tours par minute de la roue. 

La vitesse linéaire de l’écrou lié à la vis sans fin et animé 
d’un mouvement de translation pendant la rotation de la vis 
sans fin est égale à 
SM 
"60 e 


U, = 


Or, comme v,=v,, alors 
nd,n,=sn,, 


d’où le nombre de transmission £ est égal à 


c'est-à-dire i est égal au rapport du nombre de dents de la roue 
au nombre de progressions de la vis. 

Les nombres de transmission dans les engrenages à vis sans 
fin appliqués dans la construction des machines lourdes attei- 
gnent 50 et plus; dans les transmissions de faible puissance, dans 
la mécanique de précision, ils sont de 300 et plus. 

Les dimensions de la section des dents d’une roue à vis sans 
fin par un plan perpendiculaire à l’axe de la roue sont définies 
de la même manière que dans les engrenages. Les dimensions de 
la section des filets d’une vis sans fin par un plan passant par 
son axe sont définies de la même manière que dans Îles engrenages. 

On groupe les engrenages à vis sans fin, d’après la vitesse 
angulaire de la vis sans fin, en engrenages rapides et en engre- 
nages à faibles vitesses. Les engrenages rapides sont principale- 
ment appliqués pour transmettre les puissances des moteurs élec- 
triques. Dans ces cas, l’arbre de la vis sans fin est relié à l’aide 
d’un manchon à l’arbre du moteur électrique en rotation avec 
une grande vitesse, tandis que l’arbre de la roue est relié à 
l’arbre du mécanisme exécuteur en rotation avec de petites vites- 
ses angulaires. Les engrenages à faibles vitesses s'appliquent 
principalement dans les installations à commande manuelle pour 
gain de force, par exemple dans les appareils de levage manuel. 
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Le chaînon menant dans un engrenage à vis sans fin est pres- 
que toujours la vis sans fin. Les engrenages à vis sans fin et à 


roue menante sont rares et se rencontrent seulement dans les 
mécanismes à faibles puissances. 


24. TRANSMISSION PAR COURROIES 


Par rapport aux transmissions planes par courroies, la trans- 
mission gauche par courroie se rencontre moins fréquemment. La 
transmission entre arbres d’axes appartenant à différents plans et 
non coplanaires dont les projections sur un plan se coupent à 
angles droits est réalisée sous forme de transmission 
dite semi-non coplanaire ou semi-croisée représentée fT 
sur la fig. 96. Lors de l'installation de cette trans- LE 
mission, il faut assurer les conditions suivantes: la 
courroie doit arriver de face sur la poulie, c'est-ä- 
dire de manière que l'axe de la partie de la courroie 
qui arrive sur la poulie doit se déplacer dans la 
direction qui coïncide avec le plan moyen de la 
poulie, la partie de la courroie qui descend de la 
poulie ne doit pas s'écarter d'un angle supérieur à 
25°. C'est pourquoi la transmission semi-croisée ne 
peut fonctionner pendant le mouvement de la cour- 
roie que dans une seule direction, c’est-à-dire n'est Fig. 96 
pas réversible. L'arrivée de face de la courroie sur 
la poulie est également nécessaire pour le fonctionnement satis- 
faisant de la transmission plane, maïs dans la transmission plane 
on n’a pas besoin d'observer cette condition car si cette transmis- 
sion est montée correctement, elle est alors satisfaite automati- 
quement pendant le mouvement de la courroie dans n'importe 
quel sens. 

La transmission par courroie peut être réalisée entre arbres 
disposés de manière quelconque dans l’espace, en ayant recours à 
des galets guideurs en rotation libre sur leurs axes. 
Les axes des galets guideurs et des poulies menante et menée 
doivent être disposés de manière que la condition précédente soit 
observée. A l'heure actuelle, ces transmissions sont considérées 
comme appartenant au domaine du passé. 


7 Ban. A. 3unoubes 


CHAPITRE V 


MÉCANISMES A CAMES 


25. PROJET DES MÉCANISMES A CAMES 


Le mécanisme à cames, sous son aspect le plus élémentaire, 
est un mécanisme à 3 chaînons à couple supérieur, qui, dans la 
plupart des cas, a pour but de transformer le mouvement circu- 
laire continu du chaînon menant en mouvement du chaînon mené 
suivant une loi donnée. Les types de mécanismes à cames sont 
très variés et leur domaine d’application très étendu, mais dans 
ce chapitre on n’étudiera pas tous les types répandus des méca- 
nismes à cames. 

On donne sur les fig. 39 et 40 les schémas cinématiques de 
deux mécanismes à cames. Dans le mécanisme de la fig. 39, 
lorsque le chaînon menant À d’un profil plus ou moins compli- 
qué, appelé came, est en rotation, le chaînon mené T, appelé 
poussoir, est en mouvement rectiligne alterne. Dans l’autre méca- 
nisme (fig. 40), le chaînon mené effectue un mouvement circu- 
laire de petits angles autour d’un axe fixe et, comme précédem- 
ment, alternativement dans les deux sens de rotation. Dans les 
deux mécanismes, la fermeture des chaînons du couple supérieur. 
c'est-à-dire leur contact permanent, est ordinairement réalisée 
par un ressort qui fait adhérer le chaînon mené au chaînon 
menant. 

Quand on établit le projet d’un mécanisme à came, il faut 
avant tout déterminer la loi de mouvement du chaînon mené en 
prenant en considération sa désignation dans l'installation dont 
une des parties est le mécanisme à came. Les considérations 
d’après lesquelles on doit se guider seront explicitées sur un 
exemple. 

Supposons que d’après le schéma de la fig. 39 on aït cons- 
truit un mécanisme à came qui, pendant la rotation de la came 
avec une vitesse angulaire uniforme, doit ouvrir pour un quart 
de tour l’orifice des espaces libres À et B (fig. 97), et pour la 
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portion de tour restante, fermer cet orifice. Une telle situation 
peut se réaliser à l’aide des mécanismes à came, par exemple, 
dans les moteurs à combustion interne: par un orifice qui se 
ferme à l’aide d'un mécanisme à came, le mélange de vapeur 
d’essence et d’air passe de l’espace À à l’espace B (canal) et par 
un orifice disposé à un autre emplacement du moteur se fermant 
par un autre mécanisme à came, les produits de la combustion 
sont rejetés en dehors du moteur en passant par l’espace B. Dans 
ce cas, le poussoir du mécanisme à came s’appelle soupape. La 
levée de la soupape s'effectue à 
l’aide d’une came non représentée 
sur la figure. 

Le profil de la came doit 
non seulement assurer la levée et 


Fig. 97 Fig. 98 


la pose de la tête de la soupape sur son siège à l’instant de 
temps strictement déterminé, mais aussi, dès l'instant de levée 
de la soupape jusqu'à l'instant de la pose sur le siège, il doit 
tenir l’orifice ouvert au maximum pour que la soupape offre le 
moins possible de résistance au déplacement des gaz. De plus, le 
profil de la came doit assurer un mouvement régulier au maxi- 
mum, sans à-coups, pour éviter l’usure rapide des aires de con- 
tact de la soupape avec le siège et du poussoir avec la came. La 
vérification de toutes les conditions que l’on vient d'indiquer 
dépend de la loi de mouvement du poussoir prise, pour base du 
tracé du profil de la came. 

Si on prend en considération seulement le rôle tenu par le 
clapet de la soupape, on ubtient alors le graphique idéal du 
mouvement du poussoir donné sur la fig. 98, où l’on a porté 
suivant l’axe des abscisses, partagé en quatre segments égaux, 
l'intervalle de temps f pendant lequel la came accomplit un tour 
complet et suivant l’axe des ordonnées, la distance de la soupape 
à partir de sa position inférieure qui permet de fermer complète- 
ment l’orifice. Le graphique prévoit au premier quart de tour de 
la came le passage instantané du clapet de la soupape de sa 
position inférieure à sa position supérieure, le maintien dans 
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cette position pendant que la came effectue le premier quart de 
tour, puis le passage instantané à la position inférieure et le 
maintien à cette position pendant l'intervalle de temps f,+t,+£,, 
c'est-à-dire jusqu’au début du tour suivant de la came. Ce graphi- 
que est idéal puisque, du début jusqu’à la fin du premier quart 
de tour, l’orifice est complètement ouvert pendant tout ce temps 
offrant ainsi la résistance, la plus petite possible, au déplace- 
ment des gaz. 

Cependant, ce graphique est inacceptable en pratique. Les 
passages trop rapides du clapet de la soupape et des masses qui 
lui sont liées (sans parler des passages instantanés) d’une position 
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à l’autre correspondraient à des accélérations excessives, et, par 
conséquent, à des forces d'inertie et à des chocs excessifs. 

En prenant tout ceci en considération, on doit prévoir le pas- 
sage graduel du chaînon mené de la position inférieure à la posi- 
tion supérieure et inversement et tracer le graphique sous la forme 
indiquée sur la fig. 99a. Sous cette forme, on peut distinguer sur 
le graphique les quatre phases suivantes: 1) la phase d’éloigne- 
ment (suivant le segment de droite ab); 2) la phase de la posi- 
tion supérieure (suivant le segment de droite bc); 3) la phase 
d’approchement (suivant le segment de droite cd); 4) la phase de 
la position inférieure (suivant le segment de droite de). 

Toutefois, le graphique des espaces parcourus par le chaînon 
mené, composé de quatre segments de droite, ne peut être pris 
comme base du mécanisme à came. Il est facile de s’en con- 
vaincre en construisant le graphique des vitesses (fig. 99 b) duquel 
il découle qu'aux points a, b, c, d du graphique des espaces par- 
courus la vitesse change instantanément de grandeur, par consé- 
quent, théoriquement, avec des accélérations infiniment grandes. 

Pour éviter les chocs dits durs, c’est-à-dire les chocs en pré- 
sence d’accélérations infiniment grandes, on doit donner aux 
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graphiques des espaces parcourus la forme approximativement 
représentée sur la fig. 99c, c'est-à-dire qu'il faut prévoir un pas- 
sage graduel d’une phase à l’autre. En outre, pour ce graphique 
des espaces parcourus, le graphique des vitesses est de la forme 
indiquée sur la fig. 994, et le graphique des accélérations, sur 
la fig. 99e. Les chocs sont particulièrement indésirables à l’ins- 
tant de la levée initiale et de la pose du clapet de la soupape 
sur son siège. Le graphique donné sur la fig. 99e montre que le 
déplacement du chaïînon mené du mécanisme n’est pas accompagné 
de chocs durs. Cependant, les chocs sont d’autant plus doux aux 
instants de passage d’une phase à l’autre que la résistance moyenne 
des gaz est plus grande, quand ïils passent par l’orifice de la 
soupape insuffisamment ouverte. 

En se basant sur ces considérations et sur d’autres analogues, 
on est amené à choisir pour le poussoir la loi de mouvement la 
plus adéquate. 

Pour éviter l'usure rapide des aires de contact du poussoir et 
de la came, on exécute l’extrémité du poussoir sous la forme d'un 
galet tournant librement autour d’un axe. Le diamètre de l’axe 
du galet et le diamètre du galet lui-même sont déterminés par 
les calculs de résistance des matériaux, ainsi que par des consi- 
dérations constructives que nous n’aurons pas à envisager. Nous 
devons prendre en considération la présence du galet pendant 
l'établissement du projet de mécanisme à came parce que avec 
un poussoir à galet, au lieu du profil théorique de la came 
(indiqué sur le schéma cinématique) sur lequel le poussoir est 
en mouvement par rapport à la came, nous aurons le profil empi- 
rique sur lequel le galet devrait se déplacer. Examinons le procédé 
du tracé du profil empirique d’une came. 

Pour tracer le profil empirique d’une came, il faut connaître 
le diagramme des espaces parcourus par le poussoir sur lequel 
ces espaces sont exprimés en fonction de l'angle de rotation de la 
came. Si l’on dispose d’un graphique où les espaces parcourus 
par le poussoir sont exprimés en fonction du temps, alors, pour 
une vitesse angulaire constante de la came, ce graphique peut 
être utilisé, après avoir rétabli l’échelle suivant l'axe des abscis- 
ses. Pour une vitesse angulaire variable de la came, le graphi- 
que peut être facilement reconstruit en prenant en considération 
la dépendance de la vitesse angulaire de la came en fonction du 
temps. 

Supposons (fig. 100) que le poussoir avec son galet se trouve 
dans la phase de la position inférieure et soit le point O le centre 
de rotation du profil de la came. Supposons aussi que la came 
soit en rotation en sens inverse des aiguilles d’une montre. Menons 
du point O, comme centre, un cercle tangent au galet du pous- 
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soir. À l’aide de cette circonférence on doit tracer la portion du 
profil de la came sur laquelle doit s’appuyer le galet pendant la 
phase de la position inférieure. 

Tournons la came d’un angle œ dans le sens inverse des aiguil- 
les d’une montre. Pendant qu'on accomplit cette rotation, le 
centre À du profil du galet se déplace vers 
le haut d’une distance s qui nous est con- 
nue d’après le graphique des espaces par- 
courus, et le galet, par rapport à la came 
tournée, occupe la position en pointillé 
indiquée sur la fig. 100. On obtient la même 
position relative de la came et du galet 
dans le cas où, en conservant la came im- 
mobile, on fait tourner le poussoir et son 
galet autour du point O d'un angle dans 
le sens des aiguilles d’une montre. Cette 
position du galet est représentée sur la fig. 
100 par une circonférence tracée d’un trait continu. Dans cette posi- 
tion, comme pour toute autre position (qu’on peut obtenir en fonction 
du graphique des espaces parcourus quand le poussoir avec son 
galet subit des rotations de différents angles dans le sens opposé 
à la rotation de la came), le galet doit tangenter le profil de la 
came. En indiquant sur la cons- 
truction un nombre suffisant de 
positions du galet, correspondant 
à différents angles de rotation 
du poussoir, nous obtenons le 
profil de la came sous forme de 
courbe enveloppant les différen- 
tes positions du profil du galet 
obtenues comme on l’a indiqué 
précédemment. 
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Fig. 101 


On a représenté sur la fig. 101 le graphique des espaces par- 
courus par le poussoir, initialement donné, et sur la fig. 102, le 
profil empirique &—œ de la came tracé d’après ce graphique. 
Pendant le déplacement du galet sur la came avec ce profil, le 
centre du profil du galet se déplace sur la courbe f—$. Si le 
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profil de la came avait été tracé d’après la courbe B—$ et que 
le poussoir sans son galet s’appuyait sur ce profil, alors le dépla- 
cement du poussoir s’effectuerait de la même manière que si le 
galet était présent et s’appuyait sur le profil empirique a—«. 
La courbe B—$ s'appelle profil théorique. 

Les profils théorique et empirique sont des courbes équidistan- 
tes, c’est-à-dire des courbes qui, l’une par rapport à l’autre, sont 


if 


Fig. 103 


également éloignées en tous les points qui se trouvent sur les nor- 
males communes. La distance entre les deux profils est égale, 
comme il est évident, au rayon du galet. 

Tout ceci pris en considération, on obtient le profil empirique 
de la came en traçant toute une série de cercles de rayon égal au 
rayon du galet et de centres disposés sur le profil théorique. L’en- 
veloppe de toutes ces circonférences donne le profil empirique. 

Dans certains cas, l'extrémité du poussoir est exécutée non pas 
sous forme de galet, mais sous celle de tête (fig. 103). La tête 
étant un élément aussi bien constructif que cinématique, alors le 
profil de la came d’après la forme de courbe qui enveloppe la 
tête dans ses différentes positions par rapport à la came, est aussi 
bien une courbe théorique que empirique. 

Pour tracer le profil empirique de la came d’un mécanisme à 
chaînon mené AB en rotation (fig. 104), il faut connaître le gra- 
phique sur lequel l’angle # de rotation de la tige AB s'exprime 
en fonction de l’angle de rotation @ de la came. Et dans ce cas 
aussi, le graphique doit prévoir pour le chaînon mené un mouve- 
ment pendant lequel les accélérations excessives ne devraient pas 
avoir lieu. 

Dans ce cas, comme dans le cas précédent, le profil empirique 
de la came doit être tracé d’après le procédé du mouvement inverse. 
Supposons que le point O soit le centre de rotation du profil de 
la came (fig. 104), le point À —le centre de rotation de la tige AB, 
le point B—le centre du profil du galet cylindrique et y—l’angle 
entre les droites OA et AB correspondant à la position initiale 
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de la tige AB. La rotation de la came est supposée avoir lieu en 
sens contraire des aiguilles d'une montre. 

Pendant la rotation de la came en sens inverse des aiguilles 
d'une montre d'un angle ,, la tige AB conformément au graphi- 
que (non indiqué sur le dessin) doit tourner autour du centre À 
d'un angle w,, et, par conséquent, forme avec la droite OA l'angle 
Y+YŸ,; en outre, le galet doit occuper la position indiquée en 
pointillé sur la fig. 104. Nous obtenons cette disposition du galet 
par rapport à la came si en conservant la came immobile on fait 
tourner la droite OA de l’angle @, dans le sens des aiguilles d’une 
montre tout en le faisant coïncider avec la position OA,, puis 


nous inclinons la tige AB avec le galet de l'angle y+#%#, par 
rapport à la droite OA,, après quoi le centre du profil du galet 
occupe la position B.. En faisant tourner la droite OA de diffé- 
rents angles dans le sens des aiguilles d'une montre, c'est-à-dire 
dans le sens opposé au sens de rotation de la came, nous obtenons 
différentes positions du profil du galet par rapport au profil empi- 
rique de la came. On obtient le profil empirique de la came sous 
la forme d’une courbe enveloppant le profil du galet pour ces dif- 
férentes positions. Le profil théorique, ainsi que pour le méca- 
nisme avec poussoir, s'obtient sous la forme d'une courbe équi- 
distante qui, par rapport au profil empirique, se trouve à une 
distance égale au rayon du galet. 

Quand on projette des mécanismes à cames, il faut faire atten- 
tion à ce que le rayon du galet ne soit pas supérieur au rayon 
de courbure en un point quelconque du profil théorique dirigé vers 
le galet dans le sens de la convexité, puisque dans le cas con- 
traire, le profil empirique ne pourrait pas être tracé. On peut 
s'en convaincre en se représentant la partie convexe f—$ du pro- 
fil théorique sous la forme d'un arc de circonférence de rayon r 
plus grand que le rayon @ du galet (fig. 105), avec un rayon r 
égal à op (fig. 106), et avec un rayon r inférieur à @ (fig. 107). 
Dans le premier cas, le profil empirique est possible, dans le 
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deuxième cas, on l’obtient sous forme de points et, dans le troi- 
sième, sous forme d’une courbe qui se coupe. 

Quand on établit un projet de mécanisme à came, on doit 
résoudre le problème concernant les dimensions les plus rationnel- 
les de la came. Par exemple, pour une came très grande, le méca- 
nisme à poussoir est encore plus grand que cela n’est exigé par 
la pratique; au contraire, pour une came très petite, le mécanisme 
peut fonctionner de manière insatisfaisante et pendant son fonc- 
tionnement il peut se produire le pincement du poussoir et de la 


Fig. 108 


came ou du guide. Pour le fonctionnement de ce mécanisme, la 
valeur de l’angle de pression « (fig. 108a), angle formé par l’axe 
du poussoir et la normale NN au profil de la came au point de 
contact de la came et du poussoir, a une très grande importance. 
La valeur de cet angle dépend aussi des dimensions de la came. 
La force Q agissant de la part de la came sur le poussoir, dirigée 
suivant la normale NN, peut être décomposée suivant la force 
P—Qcosa qui fait monter le poussoir, et suivant l’effort latéral 
S—Qsina. Plus l'angle «& est petit, plus la force P est grande, 
et plus la force S est petite; par conséquent, du point de vue 
dynamique, il est préférable d'avoir des angles de pression les 
plus petits possibles. Or, d'autre part, la dépendance de la vitesse 
de montée v, du poussoir en fonction de la vitesse v, de la came 
au point de contact de la came avec le poussoir s'exprime de la 
manière suivante (fig. 108 b): 


U,=U.ig «a. 
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Par conséquent, du point de vue cinématique, il est préférable 
d’avoir affaire à de grands angles de pression. 

Le choix convenable de la valeur de l’angle de pression repré- 
sente donc certaines difficultés. 


26. ANALYSE CINÉMATIQUE DES MÉCANISMES A CAMES 


La détermination des vitesses et des accélérations au cours de 
l'analyse cinématique des mécanismes à cames peut se faire soit 
suivant le procédé de dérivation graphique, soit encore par voie 
de construction des plans de vitesses et d’accélérations. 


u 


Fig. 112 


Pendant la construction des plans de vitesses et d’accélérations, 
le mécanisme à came, comme tout mécanisme à couple supérieur, 
doit être remplacé par un mécanisme contenant seulement des 
couples inférieurs. Pour substituer un couple supérieur par un 
chaînon à deux couples inférieurs, il faut connaître les rayons de 
courbure aux points de contact des profils des chaînons du couple 
supérieur, dans le cas où les profils ne sont pas tracés suivant 
des courbes données sous forme mathématique, on a recours alors 
au calcul approché des grandeurs des rayons de courbure. 

Pour la substitution des mécanismes à cames par des mécanis- 
mes à couples inférieurs, il faut partir des schémas cinématiques 
des mécanismes. On doit tracer, sur le schéma cinématique de 
chacun d'eux, le profil théorique de la came sur lequel le chaînon 
mené doit s'appuyer sur le point qui coïncide avec le centre du 
profil cylindrique du galet. En fonction de la forme des courbes, 
d'après iesquelles le profil théorique de la came est tracé, on peut 
obtenir des mécanismes de rechange de différents types et des 
mécanismes d’un même type, mais avec des longueurs différentes 
de chaînons pour certaines positions. Considérons plusieurs 
exemples. 


Analyse cinématique des mécanismes à cames 107 


On a représenté sur la fig. 109 la portion curviligne du profil 
de la came et le poussoir qui s'appuie ponctuellement sur le profil 
de la came. Le profil du poussoir est le point B ; par conséquent, 
le centre de courbure du profil du poussoir se trouve au point B. 
Le point À est le centre de courbure du profil de la came au 
point B; le point O est le centre de rotation du couple où la 
came est assemblée à son support. La came de rechange s'obtient 
sous forme de mécanisme bielle-manivelle, représenté sur la fig. 110, 
où le poussoir a la forme d’un coulisseau, le chaînon OA d'une 
manivelle et le chaînon AB d'une bielle. Lorsque le point B, du 
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profil de la came (fig. 109) s’approche du poussoir, le croquis du 
mécanisme de rechange reste inchangé, mais les longueurs de la 
manivelle OA et de la bielle AB deviennent autres, conséquence 
de la variation de la grandeur du rayon de courbure À,B.. 

La fig. 111 représente la partie rectiligne du profil de la came 
et le poussoir qui s’appuie sur le point B du profil de la came. 
Le rayon de courbure au point B du profil de la came est infini, 
d'où, sur la portion rectiligne, on obtient un chaînon à couple de 
translation et le mécanisme de rechange sous forme de mécanisme 
à deux couples de rotation et deux couples de translation, repré- 
sente sur la fig. 112. 

La fig. 113 représente la partie curviligne du profil de la came 
et la tige BC, animée d'un mouvement circulaire autour du 
centre C, qui s'appuie par un point sur le profil de la came. Le 
mécanisme de rechange s'obtient sous forme de mécanisme OABC, 
où le centre de courbure À du profil de la came au point B est 
le centre de rotation du couple où la manivelle O4 et la bielle AB 
sont assemblées; la tige BC est un balancier pour ce mécanisme. 
Si la tige BC s’appuyait sur la partie rectiligne du profil de la 
came (fig. 114), alors, le mécanisme de rechange prendrait une 
autre forme (fig. 115). 


CHAPITRE VI 


CALCULS CINÉMATICO-STATIQUES DES MÉCANISMES 
PLANS 


27. OBSERVATIONS PRÉLIMINAIRES 


Pendant le fonctionnement d’un mécanisme sous l’action des 
forces extérieures, des forces d'inertie surgissent dans les chaînons 
du mécanisme et des forces de réaction dans le support des chaï- 
nons, c’est-à-dire dans les couples cinématiques. 

Les intensités, les directions et les points d'application des forces 
extérieures agissant sur le mécanisme sont dans la théorie des 
mécanismes et des machines considérés comme donnés, c’est pour- 
quoi les méthodes de leur détermination ne sont pas étudiées dans 
ce cours. 

De même, les méthodes de calcul de la résistance des chaînons 
et des supports ne sont pas étudiées dans la théorie des mécanis- 
mes et des machines; cependant les renseignements nécessaires 
aux calculs de la résistance, due aux forces d'inertie et des réac- 
tions dans les couples cinématiques qui surgissent pendant le 
fonctionnement d'un mécanisme, sont déterminés par les méthodes 
exposées dans la théorie des mécanismes et des machines. Parmi 
les différentes méthodes de détermination de ces forces, nous 
allons étudier celle qui est la plus commode et qu'on appelle 
méthode cinématico-statique. Cette méthode consiste en ce qui suit. 

Si le corps À en agissant sur le corps B lui communique une 
accélération, alors le corps B, en opposant une résistance au corps 
À, agit sur ce dernier suivant une force appelée force d’inertie. 

La force d'inertie agit sur le corps qui communique l’accéléra- 
tion, mais non pas sur le corps qui est accéléré. Par exemple, si 
le corps B retenu par le fil À est en rotation autour d’un axe, 
alors ce n’est pas le corps B, mais le fil À qui est soumis à 
l’action de la force d'inertie (appelée force centrifuge); le fil À 
en écartant continuellement le corps B du mouvement rectiligne 
lui communique une accélération. À la rupture du fil À, sous 
l’action de la force centrifuge, le corps B se déplace non pas 
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radialement, c'est-à-dire suivant la ligne d’action de la force 
d'inertie, mais suivant la tangente à la trajectoire sur laquelle 
le corps B se déplaçait jusqu'à l’instant de rupture du fil car ni 
avant la rupture, ni à l'instant de la rupture, le corps B n'est 
soumis à l’action de la force centrifuge. 

La force d'inertie relative au corps qui s'accélère ne peut être 
déplacée que conventionnellement. Si par convention toutes les 
forces d’inertie sont déplacées sur les corps qui s’accélèrent d’un 
système quelconque en mouvement, alors d’après le principe de 
d’Alembert le système en mouvement à l’instant considéré peut être 
supposé au repos et se trouvant à l’état d'équilibre sous l’action de 
toutes les forces, y compris les forces d’inertie. Ce principe est 
pris comme base de la méthode cinématico-statique. La méthode 
a reçu le nom de cinématico-statique parce que les efforts dans les 
chaînons et les pressions dans les couples cinématiques du méca- 
nisme, qui surgissent pendant l’action des forces extérieures agis- 
sant sur le mécanisme, sont déterminés d’abord en tant que 
résultat de l’analyse cinématique du mécanisme pendant laquelle 
on trouve les accélérations nécessaires pour déterminer les forces 
d'inertie, puis du calcul statique. 


28. DÉTERMINATION DES FORCES D’INERTIE 


Pendant le mouvement d’un chaînon du mécanisme, tous les 
points matériels en mouvement accéléré agissent avec des forces 
d'inertie sur les points matériels voisins. Sous l’action mutuelle 
des forces extérieures et des forces d'inertie élémentaires, des ten- 
sions apparaissent dans les chaînons. Les forces agissant sur les 
chaînons sont équilibrées par les réactions qui surgissent dans les 
supports des chaînons, c’est-à-dire dans les couples cinématiques. 

Les tensions qui apparaissent dans les chaînons sous l'action 
des forces ne sont pas étudiées dans la théorie des mécanismes et 
des machines car comme il a déjà été dit ci-dessus, dans la théo- 
rie des mécanismes et des machines les méthodes des calculs des 
chaînons à la résistance ne sont pas exposées. C'est pourquoi, 
dans la suite, la force d'inertie sera prise en considération seulement 
au cas où on aura à déterminer la pression dans les couples ciné- 
matiques. 

De plus, il est nécessaire dans la pratique de remplacer une 
infinité de forces d'inertie élémentaires agissant dans les chaînons 
par la résultante générale des forces et par des couples. Plus bas, 
on expliquera par quelles résultantes générales des forces et par 
quels couples peut-on remplacer toutes les forces d'inertie élémen- 
taires agissant dans les chaînons. 
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En remplaçant les forces élémentaires par leurs résultantes géné- 
rales, il faut nécessairement avoir en vue qu'aucune résultante 
générale réelle des forces n’existe ni en technique, ni dans la na- 
ture. La résultante générale est une force fictive; si elle avait 
existé et agi seule, elle aurait produit les mêmes pressions dans 
les supports des chaînons que toutes les forces élémentaires réelles. 

Pour déterminer la résultante générale des forces, nous devons 
calculer son intensité, sa ligne d'action et son sens. Pour la dé- 
termination des pressions dans les supports des chaïînons. le point 
d'application de la résultante générale sur la ligne d'action n'in- 
tervient pas puisque, sur la ligne d'action, la résultante générale 
peut glisser jusqu’à un point quelconque. Ce déplacement du point 
d'application ne peut avoir d'influence ni sur les intensités et les 
directions des moments engendrés par la résultante générale par 
rapport aux différents points du chaînon, ni sur les intensités et 
les directions des réactions dans les couples cinémat iques. 

Dans certains cas, il s’avère plus avantageux de déplacer Îla 
ligne d'action de la résultante générale parallèlement à elle-même 
d’une certaine longueur. Ce déplacement n’exercera aucune influence 
sur les intensités et les directions de réactions dans les couples 
cinématiques seulement si on change en même temps l'intensité et 
la direction du moment de la résultante générale du couple. En 
déplaçant de cette manière la ligne d’action de la résultante gé- 
nérale des forces élémentaires d'inertie, on peut réduire l’action 
mutuelle des forces et des couples sur les chaînons à l’action d’une 
seule force. 

Par la suite, en déterminant les intensités, les sens et les li- 
gnes d’action des résultantes générales des forces d'inertie pour dif- 
férents types de mouvements plans, nous partirons de la supposi- 
tion que le corps en mouvement possède au moins un plan de symétrie, 
c'est-à-dire un plan des deux côtés duquel toutes les forces d'inertie 
élémentaires sont disposées symétriquement. Quand nous représen- 
terons un corps, nous indiquerons sur le croquis son plan de 
symétrie et nous supposerons que tous les points du corps se dé- 
placent parallèlement à ce plan. En marquant sur le croquis le 
point d’application d’une force d'inertie élémentaire, nous suppo- 
serons qu’en ce point toutes les forces d'inertie élémentaires agis- 
sant en des points qui se trouvent sur la droite perpendiculaire 
au plan de symétrie correspondant à ce point, sont déplacées 
parallèlement à elles-mêmes. Par exemple. le corps représenté par 
les deux vues sur la fig. 116 possède un plan de symétrie pendant 
le mouvement parallèle au plan de la fig. 116 a ou perpendiculai- 
rement au plan du croquis de la fig. 116b. Dans ce cas par force 
élémentaire d'inertie appliquée au point x (fig. 116 a), il faut avoir 
en vue la somme de toutes les forces élémentaires d’inertie agis- 
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sant sur tous les points matériels de la droite x—x (fig. 116b) et 
déplacées parallèlement à elles-mêmes dans le plan de symétrie. 
Sur la fig. 116a, on a représenté la section du corps par le plan 
de symétrie, sur la fig. 116b, la droite a — a est la droite d’in- 
tersection du plan de la figure avec le plan de symétrie. 

Pendant le mouvement de ce corps dans la direction perpen- 
diculaire au plan de croquis, le corps en mouvement, représenté 
sur la fig. 1164, ne possè- 
de pas de plan de symétrie. 

La détermination des 
forces d’inertie engendrées 
par le mouvement des corps 
ayant plusieurs plans de 
symétrie sort du cadre du 
présent cours. 

Le chaînon d’un méca- 


nisme plan peut être animé 8) 
d’un mouvement de trans- 
lation, d’un mouvement de Fig. 116 


rotation autour d'un axe 

fixe ou d’un mouvement composé. Dans tous ces cas, la force d’iner- 
tie, comme nous l'enseigne la mécanique rationnelle, est égale au 
produit de la masse du chaînon par l'accélération de son centre 
de gravité et est dirigée en sens inverse de l’accélération du centre 
de gravite. 

Pour le mouvement de translation, la ligne d’action de la force 
d'inertie passe par le centre de gravité, pour le mouvement de 
rotation à vitesse angulaire non uniforme, elle passe par le centre 
de roulement situé sur le prolongement de la droite qui passe par 
le centre de gravité et le centre de rotation, et distant du centre 
de rotation de r, avec 


=. Js te L 0° 
Se = Fs- s” 
où r, est le rayon de rotation du centre de gravité; 
J$—le moment d'inertie du chaînon par rapport à son centre 
de gravité; 
m—\la masse du chaînon; 
o—le rayon de giration qui est égal à 
Pour le mouvement de rotation avec une vitesse angulaire 
constante, l'accélération totale du centre de gravité est égale à 
l'accélération normale et, par suite, la ligne d’action de la force 


d'inertie coïncide avec le rayon de rotation du centre de gra: 
vite. 


Js 
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Le mouvement composé d’un chaînon peut se décomposer en 
mouvement accéléré d’un point du chaînon choisi arbitrairement 
et en mouvement de rotation autour de ce point. Dans ce cas, la 


force totale d’inertie P;est la somme géométrique de deux forces ; 
la force d’inertie P; relative au mouvement avec accélération du 


point choisi et la force d'inertie P; relative au mouvement de ro- 
tation du chaînon autour de ce point. En menant par le centre 


de gravité du chaînon la ligne d'action de la force P, parallèle- 
ment au vecteur accélération du point choisi et par le centre de 


roulement la ligne d'action de la force P; parallèlement à l’accélé- 
ration du centre de gravité due au mouvement de rotation du 
chaïînon autour du point choisi, nous obtenons au point d'inter- 
section de ces droites le point par lequel passe la ligne d'action de la 


force totale d'inertie P.. Le vecteur représentant cette force doit être 
dirigé parallèlement au vecteur accélération absolue du centre de 
gravité et orienté dans le sens inverse de ce vecteur. 


Exemple 1. Le chaïînon BC (fig. 117 a) est animé d'un mouvement com- 
posé. Déterminer l'intensité de la force d'inertie, sa ligne d'action et son sens 
à l’aide des données suivantes : 

1) la masse du chaînon m; 2) le moment d'inertie Js du chaïnon par 


rapport au centre de gravité ; 3) les accélérations ag et aç : 4) la position du 
centre de gravité S. 
Construisons le plan des accélérations (fig. 117 b) d'après les accélérations 


données ap et ac. Après avoir déterminé sur le plan des accélérations la 
per du point S et en construisant sur la droite bc le triangle bsc, sem- 
lable au triangle BSC du chaînon et de mème configuration que ce triangle, 


— — 
on obtient les vecteurs bs et cs des accélérations relatives. Menons le vec- 


— — 
teur ns représentant l'accélération absolue as du centre de gravité. 
Décomposons le mouvement composé du chaînon BC comme étant en mou- 
vement avec le point B et en mouvement de rotation autour de ce point. La 


force totale d'inertie P; est la somme géométrique de la force d'inertie due 


au mouvement du chaînon avec le point Bet de la force d'inertie P; due au 
mouvement de rotation du chaînon autour du point B. 
Le premier de ces termes est égal à: 
’ 
P;,=— mag. 


Nous multiplions la masse du chaînon par l'accélération ag et non pas 
ar l'accélération as, car dans le mouvement de translation avec le point B 
es accélérations de tous les points du chaînon aussi bien que l'accélération 
du centre de gravité sont égales à l’accélération du point B. 

La force P, doit être appliquée au centre de gravité. Sans calculer l’in- 
tensité de cette force, menons, par le centre de gravité S, la ligne d'action 


parallèlement au vecteur nb représentant l'accélération ag (fig. 117 b). 
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Le second terme est ègal à 
P,=— mass. 


Cette force doit être appliquée au centre de roulement K (fig. 117 a) qui 


se trouve sur le prolongement de la droite BS et est distant de {sx du point S 
avec 


où {ps est la longueur du segment BS. : 
Sans calculer l'intensité de la force P,, menons par le centre de roule- 


ment X la ligne d’action de cette force parallèlement au vecteur bs représen- 
tant l’accélération asp. 


f 


Fig. 117 


Les lignes d'action des forces P, et P se coupent au point 7. Pour 
déterminer l’intensité, le sens et le point d'application de la résultante géné- 


rale P; nous aurions dû déplacer suivant leur ligne d'action les vecteurs, 
représentant ces forces jusqu’au point T que nous avons obtenu sans avoir 
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eu recours aux calculs des longueurs des vecteurs. En déterminant le point 
d'application de la résultante générale P;, menons du point T le vecteur 
représentant cette force parallèlement et en sens opposé au vecteur ns ‘(fig. 117 b) 


représentant l’accélération absolue as du centre de gravité. On a P;—mas. 
Sur la fig. 117 a, nous avons déterminé la ligne d'action et la direction 


de la force P; en décomposant le mouvement composé du chaïînon BC en 
mouvement de translation avec le point Beten mouvement de rotation autour 
du point B. En décomposant le mouvement composé du chaînon BC en 
mouvement de translation avec le point C et en mouvement de rotation 


autour du point C, on trouve que le centre de roulement K, appartient au pro- 
longement de la droite CS (fig. 117 c) et est distant de ls, du centre de 
gravité S avec 

l _ Js_ 

SK: mlcs ï 

En menant par le point S la ligne d’action de l'accélération de parallèle- 

ment au vecteur AC du plan des accélérations et par le point X, la ligne 
d'action de l’accélération asc parallèlement au vecteur sc, nous déterminons 
le point T, à leur intersection sur la même ligne d'action de la force P; que 
nous avons obtenue dans la construction précédente sur la fig. 117 a. 


En choisissant, au lieu des points B et C, un point quelconque du chai- 
non BC (ne coïncidant pas avec le centre de gravité), nous trouvons le point 


d'intersection des lignes d'action des forces P, et P, en un autre point mais 
toujours sur la ligne d'action de la force P; des deux constructions précé- 
dentes. Mais, si on décompose le mouvement du chaînon BC en mouvement 


de translation avec le centre de gravité et en mouvement de rotation autour 
du centre de gravité, alors toutes les forces d’inertie élémentaires ne peuvent 


pas être réduites à une seule résultante générale. Dans ce cas la force P:= 
=—mas= P; doit être appliquée au centre de gravité, tandis que la force 
P, est nulle, car pendant le mouvement autour du centre de gravité les for- 
ces élémentaires d'inertie, comme nous l'enseigne la mécanique théorique, se 
réduisent à un couple de moment—J&$e, où e est l'accélération angulaire du 
chaînon. On peut déterminer l'accélération angulaire & du chaînon BC en décom- 
posant l’accélération ace (vecteur bc de la fig. 117 b) en accélération nor- 
male ue (vecteur bn de la fig. 117b, parallèle au chaînon BC) et en ac- 


célération tangentielle aëe (vecteur nc de la fig. 117 b, perpendiculaire au 
chaînon BC) tout en tenant compte que 
e=a{g"lpc = (nc) ha‘lpc, 
où u, est l'échelle du plan d’accélération et {/gc, la longueur du chaïînon BC. 
Le sens de l'accélération angulaire est déterminé en déplaçant sur la 


fig. 117 a le vecteur nc parallèlement à lui-même jusqu’au point C; en faisant 
coïncider sur la fig. 117 a le point n du vecteur avec le point C, on trouve 
que le sens de l'accélération angulaire est le sens inverse des aiguilles d’une 
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29. DÉTERMINATION DES PRESSIONS DANS LES COUPLES 
CINÉMATIQUES 


Puisque chaque mécanisme de classe Ï et du deuxième ordre 
est constitué d’un mécanisme de classe Ï et du premier ordre et 
d’un ou de plusieurs groupes à double guidage successivement ad- 
joints, la définition des pressions dans les couples doit être don- 
née par voie de séparation successive du mécanisme, des groupes 
à double guidage à partir du dernier adjoint. Pendant la détermi- 
nation de la pression dans les couples de 
certains groupes, l'action des chaînons 
dans les articulations décomposées est 
remplacée par des forces. Ainsi, si on 
demande de déterminer les pressions dans 
les couples du mécanisme à huit chaînons 
représenté sur la fig. 118, il faut com- 
mencer par le dernier groupe adjonctif, | 
c'est-à-dire par le groupe B’C”D”. Fig. 118 
Après avoir déterminé les pressions dans 
les couples de ces groupes et remplacé l’action des chaînons B"C” 
et C”D” sur les chaïînons BC et B’C”’ par des forces appliquées 
aux points B” et D”, il faut passer au groupe B’C’D”. Quand on 
détermine les pressions dans les couples de ces groupes en plus 
des forces données, on doit prendre en considération la force agis- 
sant au point D” due au chaînon C”D” appartenant au groupe 
précédent. Après avoir séparé le groupe B’C’D”, les pressions dans 
les couples du groupe séparé BCD doivent être déterminées en 
incluant les forces agissant aux points B” et B” dues aux chaînons 
des groupes précédents. 

Après avoir séparé le groupe BCD et déterminé les pressions 
dans les couples de ce groupe, il faut considérer la manivelle 4B. 
Après avoir appliqué au point B de ce chaïînon la force avec la- 
quelle le chaînon BC agit sur la manivelle AB, il ne restera plus 
qu’à déterminer l'intensité du moment qui doit équilibrer l’action 
du chaînon BC sur la manivelle et déterminer la pression dans Île 
dernier couple À. 

Ainsi, la pression dans les couples, même pour un mécanisme 
très compliqué de classe I et du deuxième ordre, se ramène à la 
détermination des pressions dans les couples où l’on a éliminé 
successivement du mécanisme les groupes à double guidage. La 
détermination des pressions dans des couples des groupes à double 
guidage ne peut se heurter à des difficultés, car le groupe à deux 
chaînons et à trois couples inférieurs est un système statiquement 
déterminé, étant donné que pour la détermination de six incon- 
nues (deux inconnues pour chaque couple cinématique), on peut 
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utiliser les six équations d'équilibre (trois équations pour chaque 
paire de chaînons). Pour chaque couple on a les deux inconnues 
suivantes: pour le couple de rotation le point d'application de la 
force (centre d’articulation) est connu, mais l'intensité et la direc- 
tion sont inconnues; pour le couple de translation on connaît la 
direction de la force (perpendiculaire à la glissière), mais l’inten- 
sité et le point d'application sont inconnus. 

Pour déterminer les pressions dans les couples des groupes à 
double guidage, il est préférable d'employer la méthode des plans 
des forces. Examinons cette méthode pour la détermination des 
pressions dans les couples des groupes à trois couples de rotation 
et des groupes à deux couples de rotation et à un couple de 
translation. 


À. Groupe à trois couples de rotation 


Si plusieurs forces et plusieurs couples de force agissent sur un 
chaînon, alors, par voie de composition, toutes les forces et tous 
les couples peuvent être réduits à une seule force et à un seul 
couple. Si les chaînons se trouvent sous l’action de la force P et 


- c 
J 
P 
8 
a) 
7/4 
Fig. 119 


du couple de moment M, l’action du couple et de la force sur le 
chaînon peut être alors remplacée, comme nous l'enseigne la mé- 
canique théorique, par l’action d'une seule force. C'est pourquoi, 
en considérant le cas général, nous supposerons dans la suite que 
chaque chaînon du groupe se trouve sollicité par une force unique. 
Lors de la détermination de l’intensité, de la ligne d'action et du 
sens sur cette ligne d'action de cette force, on doit tenir compte 
de toutes les forces et tous les couples y compris les forces d'inertie. 

En désignant par P,. (fig. 119 a) la force agissant sur le chaî- 
non BC et par P, celle qui agit sur le chaînon CD, nous allons 
déterminer les pressions dans les couples B, C et D. L'indice de 
Ja lettre P indique le numéro du chaînon sur lequel agit la force 
extérieure donnée. Convenons de noter l’action d’un chaînon sur 
un autre chaînon par la lettre P munie de deux indices, le pre- 
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mier indiquant le numéro du chaînon dont la force agit, et le 
second, le numéro du chaînon sur lequel la force agit. 

Ainsi, P,, est la force qui agit de la part du chaînon numéro 
deux sur le chaînon numéro trois, P,,, la force qui agit de la 
part du chaînon numéro trois sur le chaînon numéro deux. Nous 
considérerons qu'au point B le groupe est en liaison avec le 
chaînon numéro un non représenté sur la figure, et au point D, 
avec le chaînon numéro quatre; conformément à ceci, les forces 
appliquées aux points B et D seront notées P,,, P,, ou P,,, P,, en 
fonction du chaînon-origine de l’action des forces considérée. 

Faisant partie du mécanisme. le groupe BCD se trouve en 
mouvement, mais puisque pendant la détermination des forces P, 
et P, on a pris en considération et déplacé conventionnellement 
les forces d'inertie sur les chaînons des groupes, alors à l'instant 
correspondant à la position du groupe représentée sur la fig. 119 a, 
le groupe, d'après la loi de d’Alembert, peut être considéré en 
équilibre sous l’action de toutes les forces extérieures. Le groupe 
se trouve sous l’action de quatre forces: deux forces actives P, 
et P, et deux réactions P,, et P... 

Si un système plan se trouve en équilibre sous l’action des 
forces extérieures, alors les vecteurs représentant ces forces dispo- 
sés successivement les uns derrière les autres forment, comme on 
le sait, une ligne polygonale fermée; dans cette ligne polygonale 
fermée, tout vecteur arbitraire est un vecteur qui représente une 
force équilibrant l’action des autres forces. La ligne polygonale 
fermée composée des vecteurs correspondant à un système de for- 
ces en équilibre s'appelle plan des forces. 

Nous ne pouvons pas construire d'emblée le plan des forces 
relatif au groupe BCD, étant donné que les intensités et les 
directions des réactions P,, et P,, ne sont pas données, mais cette 
difficulté peut être éliminée de la manière suivante. 

Sans connaître l'intensité et la direction de la force P,, nous 
pouvons déterminer la composante de cette force suivant la direc- 
tion perpendiculaire au chaînon BC. Notons cette composante par 
P*, et par P? la composante dans la direction du chaînon BC, 


l'intensité de la force PT, est déterminée à partir de l'équation 


des moments par rapport au point .C, puisque le moment de la 
force P*, dirigée suivant le chaïînon BC est nul, alors, le moment 


de la force P, est équilibré seulement par le moment de la force 
P*.. Donc, 


Pr lac= P; h,, 
d'où Pi=P,Re, où h, est le bras de levier de la force P, 
donné sur le croquis. 
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Le moment de la force P. tend à faire tourner lechaînon BC 
autour du point C en sens inverse des aiguilles d’une montre et 
par conséquent, le moment de la force PT, doit être dirigé dans 


le sens des aiguilles d'une montre, et par conséquent, la force PT, 


doit être dirigée perpendiculairement au chaînon BC de bas en 
haut. 


En décomposant la force P,, en composante PT dirigée sui- 
vant la perpendiculaire au chaînon CD et en composante P" 
dirigée suivant le chaînon CD, de l'équation des moments par 
rapport au point C on trouve que 


h; 


PT 


où h, est le bras de levier de la force P, donné sur le croquis. 
Après avoir décomposé des forces PT, et PT en deux compo- 


santes et après avoir déterminé les intensités et les directions des 
forces PT, et PT, on obtient six forces sous l’action desquelles le 


groupe BCD doit se trouver en équilibre. Les vecteurs représen- 
tant quatre de ces forces P,, P,, PT et PT sont connus en inten- 


sité et en direction, et les vecteurs représentant les forces P", et 
P', sont donnés seulement d’après leur ligne d’action. En dispo- 


sant de ces données, on peut construire le plan des forces en par- 
tant de l’équation vectorielle suivante : 


PP, + PE + PR + Pit Pr = 0. 
La construction peut être réalisée de la manière suivante 
(fig. 19 b): 
1. En partant d’un point arbitraire f du croquis, que nous 


appellerons pôle du plan, menons successivement les trois premiers 
termes de l’équation vectorielle, c’est-à-dire ajoutons successivement 


l’un à l’autre les vecteurs P., P, et PT. 

2. Puisque l'intensité de force P* est inconnue et que seule sa 
ligne d'action est connue, alors de l'extrémité du dernier vecteur, 
c'est-à-dire du vecteur PT, menons la ligne d'action du vecteur 


Pr ; cette droite doit être parallèle au chaînon CD, donc perpen- 


diculaire au vecteur PT. 

3. N'ayant plus la possibilité de continuer la construction du 
plan des forces dans l’ordre que nous avons choisi, c'est-à-dire 
dans l'ordre défini par l’ordre des termes de l’équation vectorielle, 
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passons au dernier terme de cette équation et menons le vecteur 


Pr: ce vecteur étant le dernier terme de l'équation, il doit donc 
fermer la ligne polygonale; nous dirigeons son extrémité par con- 
séquent vers le pôle. 


4. L'avant-dernier vecteur Pa de l’équation est connu seule- 
ment d’après sa ligne d’action, donc de l’origine du vecteur PB: 


menons la ligne d’action du vecteur Pa parallèlement au chaînon 
BC ou, ce qui revient au même, perpendiculairement au vec- 
teur P*. 

Comme le groupe BCD se trouve en équilibre, les vecteurs 
doivent former une ligne polygonale fermée et le point d'’inter- 


section des lignes d'action des vecteurs pr, et Pan est donc l’ex- 


7 + 
trémité du vecteur P" et aussi l’origine du vecteur P*, Ainsi, les 


—+ — 
intensités inconnues des forces P,, et P,, sont déterminées. 

La pression dans le couple B, créée par l’action de premier 
chaïînon sur le deuxième chaînon, s'obtient comme le résultat de 


— 


la composition géométrique des forces P", et PT, ; le vecteur résul- 


32 ° 


tant de ces forces s'obtient en réunissant, sur le plan des forces, 
l'origine du vecteur P", à l'extrémité du vecteur PT et en orien- 


tant le segment ainsi obtenu en sens inverse des vecteurs Pa 
et P:.. 
La pression dans le couple D s'obtient par la composition 


géométrique des vecteurs Pr et Pr ; le segment de droite, qui 


réunit l'extrémité de ce dernier vecteur à l’origine du premier 
vecteur et orienté dans le sens inverse des composantes, est le 


vecteur-force P... 


Les forces extérieures P, et P, avec les réactions P,, et P,, 
agissant sur le groupe BCD doivent former une ligne polygonale 
fermée orientée dans le même sens; c’est ce qui a lieu sur le 
plan des forces que nous venons de construire. 

En construisant le plan des forces, nous n'avons pas déter- 
miné la pression agissant dans le couple C, vue que la force 
agissant de la part d’un chaînon sur un autrechaînon n’est pas une force 
extérieure agissant sur le groupe BCD, puisque à l’intérieur du 


groupe la force P., s'équilibre avec la force P., qui lui est égale 
et de sens opposé. Pour déterminer l'intensité et la direction de 
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la force avec laquelle un des chaînons du groupe exerce une 
pression sur un autre chaînon, il faut construire le plan des for- 
ces pour un chaînon quelconque. 

Le chaînon BC se trouve en équilibre sous l’action de trois 


forces P., P.. et la force encore inconnue P... Le plan des for- 
ces relatif au chaînon BC doit constituer un triangle formé par 
les vecteurs représentant ces forces. En prenant en considération 
que dans le plan des forces, que nous venons de construire, les 
deux premiers vecteurs sont déjà menés, nous pouvons sur ce 


même plan mener le vecteur P,, en réunissant l'extrémité du 


vecteur P, à l'origine du vecteur P,, et en orientant le segment 
ainsi obtenu de manière que son orientation coïncide avec celle 


des vecteurs P, et P., .En faisant subir au vecteur P, .une rotation 
de 180°, on obtient le vecteur P.. Nous aurons bon les mêmes 


23° 
vecteurs P., et P.. en considérant l'équilibre du chaînon CD. 
Pendant la construction du plan des forces, il sera utile de 
mener successivement les vecteurs dans l’ordre que nous avons 
indiqué plus haut. Il est aisé de se convaincre que si sur l’ex- 


tréemité du vecteur P, on construit le vecteur P+, au lieu de 


construire le vecteur P:, et si on construit ce dernier vecteur à 


partir du pôle f, alors pour déterminer la pression dans le couple 
C, on doit construire séparément le plan des forces pour un chaînon 
quelconque. 


B. Groupe à deux couples de rotation et à un couple 
extrême de translation 


Ce groupe (fig. 120 a) entre dans la composition du mécanisme 
bielle-manivelle qui, comme nous l'avons déjà mentionné précé- 
demment, est très répandu en technique. 

En désignant par P, la force qui agit sur le deuxième chaînon 
(chaînon BC) et par P; la force agissant sur le troisième chaînon 
(coulisseau), déterminons les pressions dans les couples BC et dans 
le couple de translation CC,, où C, est un point fixe de la glis- 
sière X—x appartenant au quatrième chaînon fixe extérieur au 
groupe. 

Les forces P, et P, sont données par leurs intensités, leurs 
lignes d'action et leurs sens sur les lignes d’action. La réaction P,, 
dans le couple B est inconnue en intensité et en direction, son 
point d' application étant connu. La réaction P,,, c'est-à- -dire la 
force due à l’action de la glissière sur le coulisseau, ne peut être 
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orientée seulement que suivant la perpendiculaire à la glissière, 
son intensité et son point d'application étant inconnus. 


En décomposant la force P., en composantes Pr et pr. et en 
déterminant l'intensité et la direction de la force Pr comme on 


12° 


l’a fait précédemment, on déduit de la condition d'équilibre du 
groupe l’équation vectorielle 


P,+P,+P+Pr+ PE =0, 


où le premier, le deuxième et le dernier vecteur sont connus en 
intensité et en direction, tandis que le troisième et le qua- 
trième seulement en direction. 


On construit le plan des forces dans l’ordre que voici (fig. 120 b) : 

]) menons du pôle f les vecteurs 2 et P,; 

2) sur l'extrémité du vecteur P, menons la ligne d’action de 
la force P., perpendiculairement à la glissière x—x; 

3) prolongeons l'extrémité du vecteur P. (le point f) par le 
vecteur Pr. : le sens dece vecteur doit être celui qui l’oriente vers 


l’origine du vecteur P, (le point f) car, étant le dernier vecteur de 
l'équation, il doit fermer la ligne polygonale; 


4) construisons sur l’origine du vecteur P?, la ligne d'action 
de la force Pr perpendiculairement au vecteur Pr. 

Au point d’ intersection des lignes d’ action se trouvent l’ex- 
trémité du vecteur P,, et l’origine du vecteur Pn. 


On obtient le vecteur P., (la pression dans le couple B) en 
réunissant l’origine du vecteur Pñ. à l'extrémité du vecteur P*.. 
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On doit orienter le segment ainsi obtenu en sens inverse de celui 


des deux autres vecteurs. Le vecteur P,, est le vecteur-force de 
l’action de la glissière sur le coulisseau. 

La pression dans le couple C peut être déterminée, comme 
nous l’avons indiqué plus haut, en partant de la condition d’équi- 
libre du chaînon BC ou du coulisseau. 


C. Calcul cinématico-statique de la manivelle 


Après la détermination des pressions dans les couples des chai- 
nons menés du mécanisme, on détermine l’intensité et la direc- 


tion de la force P,, avec laquelle le chaînon agit sur la mani- 
velle qui lui est reliée. 

Dans la plupart des cas, l'énergie reçue par le mécanisme est 
transmise du moteur à l'arbre À (fig. 121) de la manivelle, et 
c'est pourquoi l’arbre de la manivelle doit se 
trouver en équilibre sous l’action du moment créé 
par le moteur d'une part et le moment résultant 
w de toutes les forces extérieures agissant sur la 


\ > 


4 manivelle y compris la force P,,, d'autre part. 
Fig. 12 Si la manivelle se trouve seulement sous l’ac- 


tion de la force P.. et de la force centrifuge d’iner- 
tie conventionnellement déplacée jusqu'à elle, alors le moment 


dû au moteur sera égal à M=— Ph, où hk., est le bras de 
levier de la force P... 
Pendant la détermination de la pression dans le couple À, 


c'est-à-dire de la force P.. due à l’action du chaînon fixe (qua- 
trième) sur la manivelle (premier chaînon), on doit mener sur Île 


plan des forces le vecteur P.., les vecteurs de toutes les forces 
données agissant sur la manivelle et la force d'inertie convention- 
nellement déplacée jusqu’à la manivelle. Le vecteur devant déter- 


miner la force P,, doit réunir l'extrémité du dernier vecteur avec 
l'origine du premier. 


4 


21 


D. Exemples numériques d'analyse cinématique et de calculs 
cinématico-statiques 


Exemple 1. Déterminer la pression due à la force d'inertie dans les cou- 
ples cinématiques d’un mécanisme articulé à quatre chaînons se trouvant dans 
la position représentée sur la fig. 122 a d'après les données suivantes : 

1) Les longueurs des chaïnons : 18 = 50 mm ; {pc = 120 mm ; {cp—=100 mm; 


l'ip = 120 mm ; 
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2) Les positions des centres de gravité S des chaïînons: l15,=20 mm; 
ls, =60 mm; {ps,=50 mm; 

3) Les moments d'inertie J du deuxième et du troisième chaïînon par 
rapport aux axes passant par le centre de gravité: J,—4J,—5-107* kgemes®; 

4) Le poids G des chaïnons: G,=1,5 kg; G.—3 kg; G;,=2,5 kg; 


A 


Fig. 122 


5) Le nombre de tours de la manivelle AB en rotation en sens inverse 
des aiguilles d'une montre avec une vitesse angulaire constante : n — 300 tr/mn. 

Les numéros des chaînons sont indiqués sur la fig. 122 a. 

La pression dans les couples sera déterminée par la méthode des plans 
des forces. Pour construire les plans des forces, il faut préalablement déter- 
miner les intensités, les lignes d'action et les sens sur les lignes d'action des 
forces d'inertie dans les chaînons. Pour déterminer les forces d'inertie, 
il faut construire le plan des accélérations et, pour être en possession des 
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données nécessaires de la construction de ces plans, il nous faut construire 
le plan des vitesses. Le calcul graphique doit donc débuter par la construc- 
tion du plan des vitesses. 


1. Plan des vitesses 


La vitesse absolue du point.B est: 


Up—=l18°w,—0,05 m- s71=1],57 m/s. 


71° 300 
30 


Ayant choisi l'échelle Ho = 0, 04 m/s-mm, déterminons la longueur du vec- 
teur pb représentant la vitesse VR: 
pb=vug:Up =1,57 m/s:0,04 mis.mm — 39,25 mm. 


La vitesse du point C est déterminée à l’aide des deux équations vecto- 
rielles : 


— — — 
Uc=UBg+VcB;: 
— > — 


Vc=Uvp+Vcp: 


Conformément à la première équation, menons du pôle p le vecteur pb 
perpendiculairement à AB de haut en bas et de droite à gauche (fig. 122 b) 


et sur l'extrémité de ce vecteur, la ligne d'action de ÜcB perpendiculaire- 
ment à BC. 


Conformément à la seconde équation, plaçons l'extrémité du vecteur pd 
représentant la vitesse un au pôle, ce qui donne vn=0, puis on mène du 
pôle la ligne d’ action du vecteur dep perpendiculairement à CD. On a l'ex- 


trémité du vecteur pc représentant la vitesse ve, au point d'’intersection c des 
lignes d'action. Ainsi, le plan des vitesses est obtenu sous la forme du 
triangle pbc. 

À l’aide du plan des vitesses on détermine les grandeurs des vitesses 
nécessaires pour construire le plan des accélérations: 


vcg=bc-h, =10 mm:0,04 m/s-mm—0,4 m/s, 
Ucp=PCUy =33 mm-0,04 mjis-mm == 1,32 m/s. 
2. Plan des accélérations 


Dèterminons les grandeurs nécessaires pour construire le plan des accélé- 
rations : 


ag= ap=vhlan—(1,57 m;s)*:0,05 m—49 m/s? ; 
afg= lVeg:lgc =(0,4 m/s)*:0,12 m—1,3 mis; 
ap “* Lép'lcp= (1,32 mis)*:0,1 m—17,4 mjs?. 


Ayant choisi l'échelle p,—1 m/s*-mm, calculons les longueurs des vec- 
teurs : 
rb=ap:l; =49 m}s*:1 m's°-mm—49 mm; 
bncr=aCp'la = 1,3 mis®:1 mis’:mm=— 1,3 mm; 


AcD=4d6p la = 17,4 m's:1 m'st:mm—17,4 mm. 


Détermination des pressions dans les couples cinématiques 125 


L'accélération du point C se détermine d'après les deux équations vec- 
torielles : 
ac=88+ 805 + aËp: 
ac=ap+ ap ass. 
Conformément à la première équation, menons (fig. 122c) le vecteur nb 


parallèlement à AB en l'orientant du pôle de haut en bas et de gauche à 
droite de manière que l'accélération du point B du mécanisme soit dirigée 


du point B vers le point A. Du point b on mène le vecteur once en l’orien- 
tant parallèlement à BC de haut en bas et de droite à gauche de manière que 


l'accélération a8s soit orientée dans le mécanisme du point C au point B. 
Menons du point rc la ligne d'action de l'accélération a£p. 
Conformément à la seconde équation, plaçons au pôle l'extrémité du 
vecteur nd de manière que l'accélération an du point fixe D soit égale à O. 
Menons du pôle le vecteur AncD parallèlement à CD en l'orientant de bas en 


haut et de droite à gauche de manière que l'accélération a8) soit dirigée 
dans le mécanisme du point C au point D. Menons du point nçp la ligne 


d'action de l'accélération aËp jusqu’à son intersection au point C avec la 


ligne d’action de l'accélération af. 

En réunissant le point c aux points x et b, on obtient le plan des accé- 
lérations sous la forme du triangle sbc. 

Pour la détermination des accélérations des centres de gravité des chai- 
nons, définissons d’abord la position des points s,, s. et s, sur les vecteurs 
du plan des accélérations : 


20 


” las, _ 20 _ L 
lBs, 60 
AS, = bc :- Le = 76 - 150 — 8 mm; 


FSs = TC - Be. . 100 — 26° mm. 


Ayant mené le vecteur AS. on trouve que sa longueur est égale à 34,5 mm. 
Les accélérations des centres de gravite sont : 

as, = 15H = 19.6 mm-1 m/s°-mm = 19,6 mjs’, 

as2 = 1S2" Ma = 34,5 mm - | m/s°- mm = 34,5 ms; 


as, = Ss" Ua = 26,5 mm:1 m/s. mm = 26,5 m/s. 


3. Forces d'inertie 


Les masses des chaînons sont : 
m, =1,5kg:9,8m's—0,153kg-s m; 
m.=3 kg:9,8 m;s° — 0,306 kg-s°/m; 
Ma = 2,5 kg:9,8 m's° —0,255 kg-s’/m. 
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Les intensités des forces d'inertie sont : 


P,=m as, =0,153-19,6— 3 kg; 
P: = M,°.4s,=0,306-34,5 — 10,6 kg ; 
P,=ms-as,=0,255.26,5= 6,75 kg. 


L'accélération as, du centre de gravité S, du chaînon AB en rotation 
avec la vitesse constante est dirigée suivant La droite AB vers le centre de 


rotation. Par conséquent, la force d'inertie P, est dirigée sur la droite AB 
de bas en haut et de droite à _gauche, c'est-à-dire en sens inverse de l’accé- 
lération as. Le vecteur-force P, n'est pas mené sur la fig. 122 a. 

Le chaînon BC accomplit un mouvement composé que nous réduirons en 
mouvement de translation avec le point accéléré B et en mouvement de ro- 
tation autour de ce même point. La force d'inertie P. du chaînon BC s'obtient 
ainsi comme la somme géométrique de deux forces : la force d'inertie P, due 


au mouvement de translation et la force d'inertie P: due au movement de 
rotation. Puisque dans le mouvement de translation du chaînon les accéléra- 
tions de tous les points du chaînon sont égales et parallèles, alors P,=m;,.ap, 
où ap est l'accélération du centre de gravité S, dans le mouvement de trans- 
lation avec le point B. On a pour la force P;=m,"as.8, où as.g est l’acce- 
lération du centre de gravité S. dans le mouvement de rotation. La ligne 
d'action de la force P, passe par le centre de gravité S., et la ligne d’action 


de la force P! par le centre de roulement K, distant du centre de rotation, 
c'est-à-dire du point B, de 


_ Ja 5.107 ” 
ls les + Te = RS: + 636.6.06 — 006 m + 0,027 m = 8/7mm. 


Ayant mené par le point S, la ligne d'action de la force P. parallèle- 
ment au vecteur nb du plan des accélérations et par le point K, la ligne d'action 


de la force P, parallèlement au vecteur bs,, on obtient au point d'intersec- 


tion le point d'application de la résultante générale P.. L'intensité de P, a 
été déterminée plus haut, sa ligne d'action est parallèle au vecteur ñS., re- 
presentant l'accélération as le sens suivant la ligne d'action est inverse à 
celui de l'accélération as. 

Le chaïnon CD est animé d’un mouvement de rotation avec une vitesse 
non uniforme. La force P, est dirigée suivant la ligne d'action de l’accélé- 


ration as. parallèlement au vecteur ET en sens inverse à cette accélération. 
Le point d'application de la force P, est le ns de roulement Æ. distant 
du centre de rotation, c'est-à-dire du point D, 


Ja =} + 5.107* 
malpss VS? 7 0,255.0,05 


Ipr,=1lps,= = 0,05 m + 0,039 m — 89 mm 
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4. Pressions dans les couples cinématiques 


Les forces extérieures agissant sur le groupe BCD doivent vérifier l’équa- 
tion vectorielle 


Pat Pat Pas + Ps = 0. 


Conformément à cette équation, le plan des forces ne peut pas être cons- 


truit puisque les forces Pas et P,. sont connues seulement par leurs points 


d'application, leurs intensités et leurs directions étant inconnues. C’est pour- 
quoi chacune de ces forces sera décomposèe en composante tangentielle eten 
composante normale au chaînon, la composante normale étant dirigée suivant 
le chaînon. En outre, l'équation vectorielle prend la forme suivante : 


Pa+ Pat PE + PM + Pis PE, =0. 


La grandeur PŸ, est déterminée à l’aide de l’équation des moments par 
rapport au point C des forces agissant sur le chaînon CD. Les moments des 
forces P., et P%, sont nuls, puisque les lignes d'action de ces forces passent 


par le point G; donc l’équation des moments admet la forme : 
Phs= PT, lcp; 


où A, est le bras de levier de la force P, donné sur le croquis (fig. 122 a). 
Puisque h, est égal à 10 mm, alors la force PF, est égale à 


PT = Pshs:len=6,75 kg-10 mm:100 mm=—0,675 kg. 


L'intensité de P*, se détermine d’une manière analogue en partant de 


l'équation des moments par rapport au point C des forces agissant sur le 
chainon BC : 


PY,=C:h::l8c= 10,6 kg-24 mm:120 mm=—72,12 kg. 


Après avoir choisi l'échelle p,=—0,4 kg/mm, déterminons la longueur des 
vecteurs-force : 


P.— 10,6 kg:0,4 kg/mm — 926,5 mm ; 
P,=6,75 kg:0,4 kg/mm = 16,9 mm ; 
PE, = 0,675 kg:0,4 kg/mm = 1,69 mm ; 
P,= 2,12 kg:0,4 kg/mm=5,3 mm. 


Construisons le plan des forces: menons les vecteurs-force P.'etP, (fig. 


122 d), puis, sur l'extrémité du dernier vecteur, le vecteur P:, en le poin- 
tant perpendiculairement à CD vers le haut et à droite, puisque pour cette 


+ — 
direction de la force P?, le moment créé s'oppose au moment de la force P, 
par rapport au point C; de l'extrémité du vecteur PT, nous menons parallé- 


lement à CD la ligne d’action de la force P". Etant dans l'impossibilité de 
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construire sur le vecteur P%,, 


sn | e= ; : 
Ps, nous construisons sur le vecteur P, le dernier vecteur de l’équation, le 


dont la longueur est encore inconnue, le vecteur 


DT 
vecteur P 


,. en l'orientant dans une direction perpendiculaire à BC de haut 


en bas et de gauche à droite, de manière que pour cette direction la force PT, 
engendre un moment s'opposant au moment par rapport au point C de la 


force P,. De l'origine du vecteur PT, menons la ligne d'action de Pr, jus- 


qu’à son intersection avec la ligne d'action P2: En réunissant le point 


d'intersection des lignes d'action de PA et Pr, à l'origine du vecteur P, et 
à l'extrémité du vecteur P,, nous obtenons le plan des forces correspondant 
à l'équation vectorielle 


Pi+ Pat Past Pia =0. 


+ pe 
En mesurant la longueur des vecteurs P,, et P,, on trouve: 
la pression dans le couple B: P,,—50 mm-0,4 kg/mm = 20 kg ; 
la pression dans le couple D: P,,—26 mm-0,4 kg/mm = 10,4 kg. 
Pour la détermination de la pression dans le couple C, il faut construire 
le plan des forces relatif au chaînon BC ou CD. Le plan des forces relatif 
au chaînon CD doit être construit d’après l'équation vectorielle 


P, +Pa FPa = 0. 


Les deux premiers vecteurs sont déjà menés sur la fig. 122 d, il reste à 


mener Île vecteur P., qui doit fermer le triangle des forces. En menant ce 
vecteur et en mesurant sa longueur on trouve: 

pression dans le couple C: P.,—25 mm-0,4 kg/mm = 10 kg. 

Le plan des forces pour la manivelle doit être construit d’après l'équation 


P;+Pat Pau =0. 


+ — — — 
_En menant les vecteurs P, et P., (la force P., est égale à la force P;., 
mais est dirigée en sens inverse) et en réunissant l'origine du premier à 


l'extrémité du second, on en déduit le vecteur force P,,. En mesurant la 
longueur de ce vecteur on trouve : 
pression dans le couple A: P,,—56 mm:0,4 kg/mm = 22,4 kg. 

. Exemple 2. Déterminer les pressions dans les couples cinématiques du 
mécanisme manivelle-bielle dont la position est celle de la fig. 1234 
d'après les données suivantes : 

1) les longueurs des chaînons: {18 —60 mm, !/pc=— 190 mm; 

2) les positions des centres de gravité S des chaînons: 15, =30 mm, 
lgs.= 50 mm; le centre de gravité du coulisseau est au point C ; 

3) le moment d'inertie de la bielle BC par rapport au centre de gravité: 
J:=5-107% kg.m:.s? ; 

4) les poids G des chaînons : G, = 1,57 kg. G.—3,94 kg, G; —4,9 kg: 

9) le nombre de tours de la manivelle AB en rotation dans le sens des 

aiguilles d'une montre avec une vitesse constante est n —382 tr/mn. 

Les numéros des chaînons sont indiqués sur la fig. 123 a. 
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1. Plan des vitesses 
La vitesse absolue du point B est: 


VB =l 18°, —0,06 m + ne s7!=92,4m/s. 
Construisons le plan à l’échelle u,, — 0,05 m/s.mm. 
PU) HE 0 5 


La longueur du vecteur-vitesse Ug est 
pb pile = 2,4 m/s:0,05 m's-mm —48 mm. 


9 Ban. A. 3nnosbes 
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La vitesse du point C se détermine d'après les deux équations vectorielles : 


— —+ — 
Uc=UB + VcB: 
+ —+ — 


Conformément à la première équation, menons du pôle p le vecteur pb 
perpendiculairement à AB de haut en bas et de gauche à droite (fig.123 b) 


et É l'extrémité de ce vecteur la ligne d'action de DCR perpendiculairement 
à B 


Conformément à la seconde équation, plaçons au pôle l'extrémité du 
vecteur pc, représentant la vitesse uc, du point fixe C, appartenant à la 


glissière x — x puisque ve, —0, puis menons par le pôle parallèlement à la 
glissière la ligne d'action de la vitesse Decy- On obtient au point d'intersec- 
tion de ces lignes d'action l'extrémité du vecteur pc représentant la vitesse 
du point C. Le plan des vitesses s'obtient sous la forme du triangle pbc. 


En utilisant le plan construit, déterminons l'intensité de la vitesse ucg 
nécessaire pour construire le plan des accélérations : 


Vcg=bc-.u, =25 mm-0,05 m/s-mm — 1,25 m/s. 


2. Plan des accélérations 


Déterminons les grandeurs nécessaires pour construire le plan des accélé- 
rations: 


ag=0p=vh:lag — (2,4 m/s)? :0,06 m —96 m/s* ; 
aCg =tep:lac=(1,25 m/s)*:0,19 m—8,2 m.s?. 
Ayant choisi l'échelle du plan up, —2 m/s’-mm, calculons les longueurs 
des vecteurs : 
nb =ap:u, —96 m/s?:2 m/s°-mm — 48 mm ; 
bace=aÇgMa = 8,2 m/s?:2 m/s:mm=4,l mm. 


| ie enañOn du point C se détermine d’après les deux équations vecto- 
rielles : 


DELTENIT ENT 
acc, +êc, + aËcs- 

Conformément à la première équation, menons. (fig. 123 c) le vecteur xb 
parallèlement à AB en l'’orientant à partir du pôle de haut en bas et de 
droite à gauche, puis du point b le vecteur bnce parallèlement à BC de haut 
en bas et de gauche à droite. La grandeur de l'accélération ap est encore 


inconnue, donc menons du point neg la ligne d’action de cette accélération 
perpendiculairement à BC. 


Conformément à la seconde équation plaçons au pôle l'extrémité du 
vecteur ac. représentant l’accelération ac, égale à zéro du point fixe C.. 
L'accélération normale dc, du point C en mouvement sur une trajectoire 
rectiligne est également nulle puisque le rayon de courbure de la trajectoire 
est infini. L'accélération a£e. est connue seulement par sa ligne d'action, 
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correspondant à la glissière. En menant par le pôle la ligne d'action de 
cette accélération parallèlement à la glissière jusqu’à l'intersection avec la 


ligne d'action de ap on obtient le point cet le vecteur ac représentant 


l'accélération ac. Le plan des accélérations s'obtient sous la forme du triangle 
7bc 


Pour la détermination de l'accélération du centre de gravité des chaînons, 
il faut fixer au préalable sur le plan la position des points s, et s,, extre- 


> 
mitèés des vecteurs représentant les accélérations absolues as, et as, ; 


as, = nb. las _ 48 . 20 _ 94 mm ; 


lag 60 
RS: 50 
bs, = bc . LE = 41,5 ° 190 = ° mm , 


ns, =39mm; nc—=17 mm. 
Les accélérations des centres de gravité sont : 
as, = 15,-ha = 24 mm-2 m/s°-mm = 48 m/s*° ; 
as, =1s,u3 =39 mm-2 m/s*-mm = 78 m/s? ; 
ac=nchp,=17 mm-2m/st.-mm = 34 m/s?. 


3. Forces d'inertie 
Les masses des chaînons sont : 
m, = 1,57 kg:9,8 m/s?— 0,16 kg.s°/m ; 
m, = 2,94 kg:9,8 m/s° = 0,3 kg.s*'/m ; 
ms =4,9 kg:9,8 m/s? —0,5 kg-s'/m. 


Les intensités des forces d'inertie sont : 


P, — m,as,— 0,16 kg-s°/m-48 m/s? — 7,7 kg , 
P;,=mas,=0,3 kg-s’/m-78 m/s? = 23,4 kg ; 
Ps= mac = 0,5 kg-st/m-34 m/s? = 17 kg. 


La force d'inertie P, est dirigée suivant la ligne d'action de l'accéléra- 


tion as, en sens inverse à cette accélération, c'est-à-dire sur la fig. 123a, 
suivant le chaînon AB de bas en haut et de gauche à droite. Le vecteur 
représentant cette force n'est pas mené sur la fig. 123, a. 

En réduisant le mouvement composé du chaînon BC en mouvement de 
translation avec le point accéléré B et en mouvement de rotation autour de 
ce point, on trouve la force totale d'inertie comme la somme géométrique de 


deux termes : la force d'inertie P° due au mouvement de translation et la 
force d'inertie P; due au mouvement de rotation. La ligne d'action de la 


force Pa passe par le centre de gravité S. et est parallèle au vecteur xb du 
plan des accélérations car dans le mouvement de translation avec le point B 
l'accélération du centre de gravité est égale à l’accélération du point B. La 


force P: passe par le centre de roulement X, distant du centre de rotation, 
c'est-à-dire du point B, de 


mu ds 9107 ” 
ler, © les, +77 les: + 53.505 = 0,05 m + 0,033 m = 83 mm. 


9» 
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La ligne d'action de P2 est parallèle au vecteur bs, représentant l’accéléra- 
tion du centre de gravité S, en rotation autour du point B 


On obtient à l’intersection des lignes d'action des forces 2 et Ps le 
point par lequel passe la ligne d'action de la force d'inertie totale P,. La 
ligne d'action de cette force est parallèle au vecteur xs, représentant l’accé- 


lération as. du centre de gravité dans le mouvement composé du chaînon BC. 
L'’intensité de la force P, a été déterminée plus haut. 
La force P, passe par le point C et est dirigée suivant la ligne d'action 


de l'accélération aç en sens inverse à cette accélération. 


4. Pressions dans les couples cinématiques 


— 
En décomposant la force P,, en composantes normale et tangentielle, 


nous construisons le plan des forces pour le groupe BCC, d'après l'équation 
vectorielle 


Pa+ Ps+ Past Prat Pie =0. 

L'intensité de la force PE, est déterminée d'après l'équation des moments 
par rapport au point C des forces agissant sur le chaînon BC. Les moments 
des forces Pis et Pi: sont nuls parce que leurs lignes d'action passent par 
le point C. Le bras de levier de la force Pia est lgc=190mm; le bras de 
levier h. de la force P. déterminé d’après le croquis (fig. 123a) est égal à 
141. La force Pis est donc égale à 


PE =P,-h.:lgc = 23,4 kg-141 mm:190 mm = 17,5 kg. 


Ayant choisi l'échelle p,— 0,5 kg/mm, calculons la longueur des vecteurs 
orce : 


— 


P:=23,4 kg:0,5 kg/mm = 46,8 mm ; 
P,= 17 kg=0,5 kg/mm = 34 mm: 
Pie = 17,5 kg:0,5 kg/mm = 35 mm 


Menons (fig. 123 d) les vecteurs force P. et P, et sur l'extrémité du 


dernier vecteur la ligne d'action de la force P,, perpendiculairement à la 
glissière, puisque la glissière peut agir sur le coulisseau seulement suivant 


ed 
cette ligne d'action. En menant vers l’origine du vecteur P, le vecteur force 


Pie perpendiculairement à BC, de haut en bas, et de droite à gauche, puis- 
que pour cette direction le moment de la force P, s’équilibre avec le mo- 


ment de la force Pis, menons de l’origine du vecteur P} la ligne d'action 


de la force Pi: jusqu'à l'intersection avec la ligne d'action de la force Pas. 
En réunissant le point d'intersection des lignes d’action avec l'origine du 


— : — a es 
vecteur force P.,, on obtient les vecteurs force P,, et Ps. 
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En mesurant les longueurs de vecteurs on trouve: la pression dans le 
couple B: P,,=64 mm-0,5 kg/mm—32 kg; la pression dans le couple de 
translation P,,=19 mm:0,5 kg/mm=9,5 kg. 

La pression dans le couple C peut être déterminée d’après le plan des 
forces construit à l’aide de l'équation vectorielle relative au coulisseau, 


Ps+ Past Pas = (. 
Les deux premiers vecteurs sont déjà menés sur la fig. 123 d.. En fermant 


le triangle des forces avec le vecteur P., et en mesurant la longueur de ce 

vecteur, on trouve: la pression dans le couple C: P.,=39mm-0,5kg/mm — 19,5kg. 
La pression dans le couple À peut ètre déterminée à l’aide du plan des 

forces relatif à la manivelle AB construit d’après l'équation vectorielle 


P, + Pu + Pa =0. 


L’intensité et la direction de la force P, sont définies plus haut. La force 


P est égale à la force P., et de sens contraire. En menant les vecteurs 
représentant ces forces (fig. 123e) et en fermant le triangle avec le vecteur 


PA, on trouve la pression dans le couple À: P,,=76 mm-0,5 kg/mm —38 kg. 

Exemple 3. Déterminer les pressions dans les couples cinématiques, la 
vitesse angulaire et l'accélération angulaire du chaînon EF d'un mécanisme à 
six chaînons, se trouvant dans la position indiquée sur la fig. 124 a, d'après 
les données suivantes : 

1) les longueurs des chaînons sont : / 18 = 50 mm, lpgc== 180 mm, {gp = 120 mm, 
lpe = 180 mm, {kr = 100 mm, {147 —250 mm; 

2) les positions des centres de gravité S des chaînons sont : ! 45, —25 mm, 
ls, = 90 mm, !ps,=90 mm, {rs,=40 mm; le centre de gravité du coulisseau 
est au po C; | 

3) les poids G des chaïnons sont: G,— 1,96 kg, G.—=5,88 kg, G;,—9,8 kg, 
G,=3,92 kg, G;,—2,94 kg (les numéros des chaînons sont indiqués sur la 
fig. 124, a); 

- 4) les moments d'inertie J des chaînons par rapport à leurs centres de 
gravité sont: J,—6-107* kg.m.s?, J,—=5-10"* kg.m.s®, J,—3-107* kg.m.s* ; 

5) le nombre de tours de la manivelle AB en rotation avec une vitesse 
constante dans le sens des aiguilles d’une montre est 7 — 300 tr/mn. 


1. Plan des vitesses 


vg=lA8"0 = 0,05 mL s7'—1,57 mis. 


La longueur du vecteur Up est: 
pb=ug:upy—=1,57 m/s:0,04 m;s-mm — 39,2 mm, 


où l'échelle du plan des vitesses cst 11, — 0,04 m/s.mm. 
Construisons le plan des vitesses (fig. 124 b): 


1) menons le vecteur pb perpendiculaire à AB en l'orientant de bas en 
haut et de gauche à droite suivant la direction de la vitesse du point B; 


2) pour déterminer la vitesse ve, nous disposons des deux équations vec- 
torielles 


— 


Vc=UVR+UcR; 


—  —» 


+ 
cc + Vccs 
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où C, est un point de la glissière x — x fixe, situé au-dessous du point C 
en menant du point b perpendiculairement à BC la ligne d'action de veg et 


en menant du pôle parallèlement à la glissière x — x la ligne d'action de vec, 
(parce que v, =0 et que le point c, coïncide, par conséquent, avec le pôle), 
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Fig. 124 


on obtient au point d'intersection de ces lignes d'action le point c, extrémité 


du vecteur pc représentant la vitesse dc: 
3) en divisant le segment bc par le point d dans le rapport bd:bc=lpp:lac 


— — 
nous menons pd qui représente le vecteur vu; 
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4) pour déterminer re nous disposons des deux équations vectorielles : 


Z pp 


cg 
UE =UD+UsD; 

— — 
UE= UF + UFF, 


menant du point d la ligne d'action de TED erpendiculairement à DE et du 


pôle (puisque vr—0 et que le point f coïncide, par conséquent, avec le pôle) 
la ligne d'action de v-r perpendiculairement à EF, on obtient au point 
d’intersection des lignes d'action le point e, l'extrémité du vecteur de repré- 


—# + —pæ 
sentant la vitesse v£pn et l’extremité du vecteur pe représentant le vecteur vs. 

A l'aide du plan construit, déterminons les vitesses nécessaires pour cons- 
truire le plan des accélérations : 


vca=bc.u, = 19,5 mm-0,04 m/s*:mm=—0,78 m/s; 
vep=de-u,=28 mm-0,04 mfs’.mm=1,12 mj/s; 
UeF=pe-h, —=58 mm-0,04 m/s’-:mm=—2,32 m/s. 
La vitesse angulaire du chaînon EF (chaînon n° 5) est 
w,—=Uvg:lrr=2,32 m/s:0,1 m—=23,2 si. 
Le sens de w, est celui des aiguilles d’une montre, ce qui est évident dès 
qu’on déplace le vecteur pe parallèlement à lui-même jusqu'à coïncidence du 
point p avec le point sur la fig. 124 a. 


2. Plan des accélérations 
ag=an=vntlan=(1,57 m/s)*:0,05 m=—49,3 mjs?. 


Après avoir choisi l'échelle p, = 1 m/s*-mm, la longueur du vecteur ap est 
nb =apth; =49,3 m/s°:1 m/s’-mm=— 49,3 mm. 


Menons (fig. 124 c) du pôle x le vecteur rb en l'orientant parallèlement 


à AB de haut en bas, puisque l'accélération a est dirigée dans le mécanisme 
du point B vers le point À (fig. 124 a). 


La détermination de l'accélération ‘&c se fait d’après les deux équations 
vectorielles 


&c = ap +8 + aËr ; 
— — hn Te 
ac=Ac, Face, TECc, 

L'intensité de l'accélération est: aCk=vegtlpc=(0.78 m/s)*:0,18 m=— 
= 3,36 m's’; la longueur de cette accélération est: bncz=0Cpla= 3,36 m/s°: 
21 m/s’-mm=—3,36 mm. 

Du point b menons le vecteur bncg en le dirigeant parallèlement à BC 
de haut en bas, puisque l'accélération 4%, est dirigée dans le mécanisme sui- 
vant la droite BC du point C vers le point B. Menons du point ncg la ligne 
d'action de l’accélération CR perpendiculairement à BC. 
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En passant à la seconde équation, plaçons le point c, au pôle vu que 
l'accélération aç —0 (le point C, est fixe). L'accélération a£c, est aussi nulle 
puisque le point C se déplace suivant une trajectoire rectiligne dont le rayon 
de courbure est infini. Menons donc la ligne d'action de aëc. par le pôle 
parallèlement à la glissière x—x. Au point d'intersection des lignes d'action 


se trouve l'extrémité du vecteur nc représentant l'accélération ac. 
En réunissant les points b et cet en divisant le segment bc par le point d 
dans le rapport bd:bc=lpp:lnc et en joignant le point d au pôle, on obtient 


le vecteur xd représentant l'accélération ap. 
L'accélération ag est déterminée d'après les deux équations vectorielles 


GE — Gp Lars +ai, : 
"ag = ap Far da 
Déterminons les grandeurs des composantes normales des accélérations 
relatives : 
ap =VEptlep=(1,12 m/s)*:0,18 m—6,97 7 m/s’; 
abr=vkptler =(2,32 mfs)*:0,1 m=53,8 m/s. 


— — 
Déterminons les longueurs des vecteurs-accélération a, et aïr 
dnep=a%p'la=7 m/s:l m/st.mm=7 mm; 


ANEF=0ppla = 53,8 m/s’:1 m/s°.mm=—53,8 mm. 


Conformément à la première équation menons du point d, extrémité du 
vecteur xd, déjà construit, le vecteur dn£n en l'orientant parallèlement à ED 


de haut en bas, puisque l'accélération a%, est dirigée dans le mécanisme du 
point E au point D et de l'extrémité n£p de ce vecteur la ligne d'action d'’ac- 


célération 4%) perpendiculairement à DE. 
Conformément à la seconde équation, plaçons le point f, extrémité du 


vecteur-accélération ar égal à zéro, au pôle; menons du pôle le vecteur AnEF 
et du point ngr, extrémité de ce vecteur, la ligne d'action de a%, jusqu'à 


son intersection au point e avec la ligne d'action de af. 


En réunissant le point e aux points d et x on trouve le vecteur de repré- 
— — 
sentant l'accélération agn et le vecteur re représentant l'accélération 
+ 


+ 


EF — QE: LA # e e e. LA e 
A l'aide du plan des accélérations qu’on vient de construire, déterminons 
les accélérations des centres de gravité des chaînons nécessaires pour définir 
les forces d'inertie : 


1) en divisant le vecteur nb par le point s, dans le rapport xs,:1b — 
=l\1s,:l18, nous trouvons la longueur du vecteur ns, —24,65 mm et l’accélé- 
ration as,=ns,-h,=24,65 mm-l m/s*-mm=—24,65 m/s° ; 
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2) en divisant le vecteur bc par le point s, dans le rapport bs,:bc =:lps.:lgc 
et en réunissant le point s. au pôle, nous trouvons la longueur du vecteur 
ns. =30 mm et l’accélération as, = xs.-u, = 30 mm-1 m;s’-mm—30 m's°; 

3) la longueur du vecteur 1c=— 17,5 mm; donc l’accélération aç=xc-u, = 
= 17,5 mm:1l m/s’-:mm=—17,5 m/s*; 

4) en divisant le vecteur de par le point s, dans le rapport ds,:de— 
= {Dps,:lpse et en réunissant le point s, au pôle, nous trouvons la longueur du 
vecteur xs,= 39 mm et l'accélération as, = 15,1, = 39 mm:1 m/s*-mm = 39 m's* ; 


5) en divisant le vecteur ne par le point s, dans le rapport ns,:1e— 
={[Fs,:lFE nous trouvons la longueur du vecteur n5s,=—23,6 mm et l’accélé- 
ration as,=x1s;-u=23,6 mm-i m/s’:mm=—23,6 m/s. 

Nous trouvons l’accélération angulaire e, du chaînon (chaînon n°5) en 
divisant l'accélération tangentielle a du point E par le rayon de rotation 
de ce point, c'est-à-dire par la longueur /r£=0,1 m. 


La longueur du vecteur REF e—25 mm, l'accélération est ak =ngre-U= 
=25 mm-1l m/s*:mm—25 m/s. Par conséquent, 
e, =25 m/s':0,1 m—250 si. 
La direction de l'accélération e, est celle des aiguilles d’une montre, ce 


qui devient évident après avoir déplacé le vecteur ANEF arallèlement à lui- 
même jusqu'à ce que le point x coïncide avec le point sur la fig. 127 a. 


3. Forces d'inertie 


Les masses des chaînons sont : 
m = 1,96 kg:9,8 mis —0,2 kg-s'/m : 
ms: = 5,88 kg:9,8 m/s =0,6 kg-s°/m; 
Ms = 9,8 kg:9,8 m/s = 1,0 kg-s?/m ; 
mMma= 3,92 kg:9,8 m/s’ =0,4 kg-s°/m ; 
ms = 2,94 kg:9,8 m/s’ —0,3 kg-s’/m. 
Les intensités des forces d'inertie sont : 
P,=m;"as, =0.2 kg-s*/m-24,65 m's?=4,93 kg; 
P,=m,-as,=0,6 kg-s'/m-30 m/s = 18 kg; 
P;s=msas,=1,0 kg-s'/m-:17,5 m'st— 17,5 kg; 
P,=m;as,=0.4 kg-s'/m-39 m/s°= 15,6 ke; 
P;=m;.as,=0,3 kg-s'/m-23,6 m/s =7 kg. 
Les lignes d’action des forces d'inertie et leurs sens sur ces lignes d'action 


sont les suivants. 
La ligne d'action de la force P, coïncide avec la ligne d'action de l’accé- 


lération a, c'est-à-dire avec la droite AB. Le sens de la force P, est le 


eÿe 
sens inverse de l'accélération as,, c’est-à-dire de bas en haut et de droite à 


gauche. Le vecteur P, n'est pas mené sur la fig. 124 a. 

On peut considérer le mouvement composé du chaïînon BC comme le 
résultat d’un mouvement de translation avec le point accéléré B et d'un 
mouvement de rotation autour du point B. La ligne d'action de la force 


—- e . ra 
P, due au mouvement de translation passe par le centre de gravité S. paral- 
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— — 
lèlement au vecteur xb représentant l'accélération ak du centre de gravité S. 


dans le mouvement de translation. La ligne d’action de la force P: dans le 
mouvement de rotation autour du point B est menée parallèlement au vecteur 


bs, représentant l'accélération as.B dans ce mouvement et passant par le 
centre de roulement Æ, distant du point B de 


6-107+ 


pk, = ls, + = lBs, + 55.5 05 — 009 m +0,011 m = 101 mm. 


ns 
Ms: lBs, 
On mène par le point d'intersection des lignes d’action des forces P, et 


P. la ligne d'action de la force P, parallèlement au vecteur Ts, représentant 


=ÿ> 
l'accélération absolue as, du centre de gravité S, du chaînon BS. Le sens de 
— — 
la force P, sur la ligne d'action est le sens inverse de l'accélération as.. 
+ 
La force P, est dirigée suivant la glissière x — x en sens inverse au vecteur 
— 


… 
nc représentant l'accélération ac. 

On peut considérer le mouvement composé du chaînon DE comme le 
résultat d'un mouvement de translation avec le point accéléré D et d'un 
mouvement de rotation autour du point D. Conformément à ceci, menons par 


le centre de gravité S, la ligne d'action de la force P: relative au mouve- 
ment de translation et par le centre de roulement K, distant du point D de 


J 5-107+ 
lpKks= sas = Ds + 53.0,08 — "9 m <+- 0,014 m = 104 mm, 
4 L , 


la ligne d’action de la force P engendrée par le mouvement de rotation, 


4 L 


parallèlement au vecteur ds, représentant l'accélération sp du centre de 
gravité S, par rapport à ce mouvement. 


Menons du point d'intersection des lignes d'action des forces P. et 


P, le vecteur-force P, dirigé parallèlement et de sens inverse au vecteur 
ns, représentant l'accélération as. 
Le chaînon EF est animé d’un mouvement de rotation avec une vitesse 


non uniforme. Le point d'application de la force P, est le centre de roule- 
ment X,; distant du point F de 


3-107< 


lFR=UFS, + = FT 53.0 04 — 004 m “+ 0,025 m—65 mm. 


nr 
Ms lFs, 
Menons du centre de roulement K, le vecteur-force P, en le dirigeant 
parallèlement au vecteur xs, représentant l'accélération as, et en sens inverse 
à cette accélération. 
4. Pressions dans les couples cinématiques 


Les pressions doivent être d’abord déterminées dans les couples du der- 
nier groupe additif, c’est-à-dire le groupe FED. 
Les chaînons de ce groupe, dans la position représentée sur la fig. 124 a, 


se trouvent sous l'action des forces P,, P,, Ps et Pa. En décomposant 
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les forces Ps et "P.. en composantes normales et tangentielles, on construit 
le plan des forces d'après l'équation vectorielle 


Pat Ps + Pat Pa + Pat Pi = 0. 
Le chaînon EF se trouve sous l’action des forces Ps, Pa Pr et PT. 


Les moments des forces Ps et Pa, par rapport au point E sont nuls (les 


lignes d'action de ces forces passent par le point E). Le moment de la force 
P, est P-h,, où h, est le bras de levier de la force P, défini d'après le cro- 
quis et est egal à 15 mm (fig. 124a). On déduit de l'équation des moments 


Per = Ph 


que PS=Ph:ler=7 kg-15 mm:100 mm= 1 kg. 


Le chaînon DE se trouve sous l’action des forces P,, P,, P°, et PE, 3 


Les moments des forces P,, et le, par rapport au point E sont nuls (leurs 


lignes d'action passent par le point E). Le moment de la force P, est P,-h,, 
où h, est le bras de levier de cette force défini par le croquis et est égal à 
57 mm. On déduit de l'équation des moments 


PY-lpe = Pyhs 


que PF =P,-h;:lpe=15,6 kg-57 mm:180 mm=&5 kg. 


Ayant choisi l'échelle up—0,5 kg/mm définissons la longueur des vec- 
teurs-force : 


P,=15,6 kg:0,5 kg/mm=—31,2 mm: 
P,=7 kg:0,5 kg/mm=—14 mm; 


— 


PF=1 kg:0,5 kg/ymm=2 mm; 
P,=5 kg:0,5 kg/mm=10 mm. 


Menons successivement (fig. 124 d) les vecteurs-force P, et P,, puis 


le vecteur PT, perpendiculairement à FE de bas en haut et de gauche à droite 


et de l'extrémité de ce dernier vecteur menons parallèlement à FE la ligne 
d'action de la force P%,. Construisons sur l'origine du vecteur P, le vecteur- 


force P?, et menons par son origine la ligne d'action de la force P1, jusqu’à 
l'intersection avec la ligne d'action de la force Pr. En réunissant le point 


d’intersection de ces lignes d'action avec l'extrémité du vecteur P, et l'ori- 


gine du vecteur P, nous obtenons le plan des forces correspondant à l’équa- 
tion vectorielle 


Pat Ps + Pes + Pss — 0. 
En mesurant la longueur des vecteurs, on a: pression dans le couple F: 


Pa =41 mm-0,5 kg/mm = 20,5kg ; pression dans le couple D : 
P.,=10 mm:-0,5 kg/mm =5 kg. 
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On peut déterminer la pression dans le couple E d’après le plan des 
forces construit pour le chaînon DE ou le chaînon FE. Le chaînon FE se 
trouve sous l’action des forces P,, P,, et P,.. Les vecteurs de ces deux premiè- 
res forces sont déjà menés sur la fig. 124d: en réunissant l'extrémité du 


— — 
vecteur P,, à l’origine du vecteur P,, nous en déduisons le vecteur force 


Pas. En mesurant la longueur de ce vecteur, on trouve: la pression dans 
le couple E: P,,=28 mm-0,5 kg[mm—14 kg. 


Le groupe BCC, se trouve sous l’action des forces P., Pas, P,, Ps et 


ES 

P,,. En décomposant la dernière force suivant ses composantes normale et 
tangentielle, nous pouvons construire le plan des forces à l’aide de l'équation 
vectorielle 


P, +Pe +P, LP, + PM, +PE, = 0. 


Le chaînon BC se trouve sous l’action des forces FA Pis Pas P' 


‘s et 


PT. Puisque les moments des forces Pe et P" par rapport au point C sont 


nuls (la ligne d’action de ces forces passe par le point .C), alors l'équation 
des moments par rapport au point C est de la forme 


PE l8c=Pah:+ Pis, 


où h,—=85 mm est le bras de levier de la force P, donné sur le croquis et 
ha: =42,5 mm, le bras de levier de la force P., (fig. 124 a). On obtient de 
cette equation 


PE, = + = ———@ 1,1 kg. 


Ayant choisi l'échelle pp—1 kg/mm, nous déterminons la longueur des 
vecteurs-farce : 


P,=18 kg:1 kg/mm—18 mm; 
P,=5 kg:1 kg/mm—5 mm; 
P,=17,5 kg:1 kg/mm=— 17,5 mm; 
PE, =9,7 kg:1 kg/mm=—9,7 mm. 


 Menons successivement (fig. 127e) les vecteurs P., Pas P, et, de l'extrè- 
mité du dernier vecteur, la ligne d'action de la force P,.. En construisant 
sur l'origine du vecteur P, le vecteur PF, dirigé perpendiculairement à BC 


et de gauche à droite, menons par son origine la ligne d'action de la force Pn. 


jusqu'à l'intersection avec la ligne d'action de la force P,4. En réunissant 


le point d'intersection de ces lignes d'action avec l'origine du vecteur P.. 
on en déduit le plan des forces correspondant à l’équation vectorielle 


P, + Pas +P, +P.s +P, = 0. 


En mesurant la longueur des vecteurs P,. et P,, on trouve: 
pression dans le couple B: P,,—27 mm-1 kg[mm—27 kg; 


pression dans le couple de translation: P,,=13 mm-1 kg/mm=13 kg. 
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La pression dans le couple C est déterminée à l’aide du plan des forces 
pour le chaînon BC construit d'après l'équation vectorielle 


Prat Pa Past Par = 0. 
Sur la fig 124e les trois premiers vecteurs sont déjà menés. En réunissant 
l° extrémité du vecteur P à l’origine du vecteur P, on trouve le vecteur- 


force Pa. Mesurant la longueur de ce vecteur, on trouve: 

pression dans le couple C: P,.—=22 mm:1 kg/mm = 22 kg. 

La pression dans le couple À se détermine à l’aide du plan de force de 
la manivelle construit d’après l'équation vectorielle 


Pa + Pi+ Pa =0. 


L° intensité et la direction de la force P, ont été définies plus haut. La 


force P est égale en intensité à la force P,, et est dirigée en sens inverse. 
En menant les vecteurs représentant ces forces à l'échelle ph = 1 kg/mm 


(fig. 124 f) et en mesurant la longueur du vecteur P, qui ferme le triangle 
des forces on trouve : 
pression dans le couple À: P,, =34 mm:1 kg/mm=—34 kg. 


CHAPITRE VII 


FROTTEMENT DANS LES COUPLES CINÉMATIQUES 


30. LES DIFFÉRENTS ASPECTS DU FROTTEMENT 


On observe toujours le phénomène de frottement quand des 
corps quelconques, solides, liquides ou gazeux, en contact sont en 
mouvement l’un par rapport à l’autre, ou bien quand ils sont 
soumis à l’action de forces susceptibles de provoquer leur mouve- 
ment relatif. Dans ce qui suit, nous aurons en vue uniquement le 
frottement des surfaces des corps solides en contact. 

L'expérience montre que pendant le mouvement relatif de deux 
corps solides en contact, adhérant l’un à l’autre par une certaine 
force, une force s’opposant au mouvement relatif agit sur les sur- 
faces en contact. Cette force s'appelle force de frottement. 

Pendant le mouvement relatif de deux corps solides en contact, 
il peut y avoir glissement ou roulement d'un corps par rapport 
à l’autre, en fonction de quoi il se crée soit le frottement de 
glissement, soit le frottement de roulement, ou soit encore simul- 
tanément ces deux aspects de frottement. 

L'expérience montre également que la force de frottement de 
glissement diminue si la surface de contact des corps solides est 
lubrifiée. Si les deux surfaces en contact sont complètement sépa- 
rées par une couche de lubrifiant, le frottement s'appelle alors 
frottement fluide ; en l'absence totale de lubrifiant, le frottement 
s'appelle alors frottement sec. Si les deux surfaces en contact 
ne sont pas complètement séparées par une couche de lubrifiant, 
le frottement s'appelle alors semi-fluide ou semi-sec en fonction 
de l’aspect du frottement prédominant. 


31. FROTTEMENT DE GLISSEMENT DES CORPS NON LUBRIFIÉS 


A. Direction et intensité de la force de frottement. 
Coefficient de frottement 


L'expérience montre que la force de frottement sur la surface 
de contact de deux corps solides est constamment dirigée dans le 
sens opposé à la vitesse relative du mouvement ou, si les deux 
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surfaces se trouvent au repos, dans le sens opposé de la force qui 
tend à mettre en mouvement un des corps en contact. 

La grandeur de la force de frottement dépend de nombreux 
facteurs, dont l’étude représente certaines difficultés. Dans de 
nombreux cas et avec une précision suffisante pour la pratique. 
pour déterminer la grandeur de la force de frottement, on a recours 
à la formule établie par Coulomb 


F=ÎQ, (6) 


où F est la force de frottement, Q —la force normale à la surface 
de contact avec laquelle le corps / adhère au corps 2 (fig. 125) 
et f—un coefficient de proportionnalité appe- 
lé coefficient de frottement de glissement. 

Ainsi, si le corps / est animé d’un mou- 
vernent par rapport au corps 2 de vitesse v.., 
la force de frottement F dirigée dans le sens 
opposé de la vitesse v,, et donnée par la for- | : 
mule (6), oppose alors une résistance au mou- Fig. 125 
vement. 

L'expérience montre que pour les mêmes corps / et 2, une 
même force Q, les autres conditions étant égales, la force de frot- 
tement F, qu'il faut vaincre pour mettre en mouvement un des 
corps au repos par rapport à l’autre, s'avère plus grande que la 
sorce de frottement F qui oppose une résistance au corps / quand 
il est en mouvement par rapport au corps 2. Pour cette raison-là, 
quand on détermine la force de frottement d’après la formule 
donnée ci-dessus, il est nécessaire de prendre en considération la 
différence qui existe entre les valeurs du coefficient de frottement 
de glissement f et le coefficient de frottement au repos f,. 

La force de frottement étant une force de réaction, la quan- 
tité Qf, de la force de frottement au repos donnée par la for- 
mule (6) est celle susceptible d’opposer une résistance à la force P 
qui tend à déplacer un des corps en contact par rapport à l’autre, 
mais si P<< Qf,, la force de frottement est égale à la force P. 

Le coefficient de frottement de glissement est une grandeur 
sans dimension, donnée dans les formulaires d'ingénieurs pour dif- 
férents cas particuliers et où on prend seulement en considération 
le matériau des corps en mouvement et la netteté avec laquelle 
les surfaces en contact ont été usinées. En utilisant la valeur du 
coefficient de frottement donnée dans les formulaires et en déter- 
minant la grandeur de la force de frottement d’après la formule 
donnée ci-dessus, nous supposerons que la valeur du coefficient 
de frottement dépend seulement du matériau et de la netiete de 
la surface, mais non de la vitesse de glissement, de la pression 
spécifique. et de l'intervalle de temps pendant lequel le glisse- 
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ment s'effectue. Il faut avoir en vue que cette supposition n'est 
vraie qu'approximativement et seulement entre les limites pour 
des vitesses de glissement, des pressions spécifiques et de la durée 
du glissement, employées par Coulomb dans ses expériences, con- 
formément auxquelles la formule indiquée a été établie. Les limi- 
tes entre lesquelles étaient effectuées les expériences de Coulomb 
en 1785 et celles de Morin en 1834, vérifiant les expériences de 
Coulomb, étaient les suivantes: la vitesse de glissement variait 
de 0,3 à 3 m/s, la pression à la surface de contact était inférieu- 
re à 10 kg'cm*. C’est ce qu’il faut avoir en considération puisque 
dans la technique moderne, on a fréquemment affaire à des vitesses 
et des pressions sur les surfaces de frottement considérablement 
plus grandes. Dans les expériences de Coulomb, la durée du glis- 
sement n’a éte nullement prise en considération. 

Les expériences que différents chercheurs ont effectuées après 
celles de Coulomb et de Morin ont établi, qu’en dehors des limi- 
tes indiquées, la valeur du coefficient de frottement varie sensi- 
blement en fonction de la vitesse de glissement, de la pression 
à la surface de frottement, et de la durée de glissement. Par 
exemple, il a été établi qu'avec l’augmentation de la vitesse de 
glissement de 2,13 à 26,8 m's, la valeur du coefficient de frotte- 
ment diminue presque de 6 fois, mais, pour une même vitesse, 
elle diminue de presque 3 fois 25 s après le début de l’expérience. 

Ce qui vient d'être exposé ci-dessus doit toujours être pris en 
considération pendant la détermination des valeurs des forces de 
frottement dans les calculs techniques basés sur les valeurs des 
coefficients de frottement données dans les formulaires. 


B. Angle et cône de frottement 


Si le corps 7 (fig. 126) adhère au corps 2 par l'intermédiaire 
de la force Q,., alors en l'absence de force de frottement, la 
réaction Q., du corps 2 sur le corps 7 est dirigée suivant la nor- 
male à la surface de contact. En présence d’une force de frotte- 
ment F, la réaction R est la résultante de la réaction normale Q., 
et de la force de frottement F. L’angle @ formé par la résultante R 
et la réaction normale Q., s'appelle angle de frottement. 

Il découle de la fig. 126 que 


F 


On trouve donc d’après l’équation (6) 
tg p=f, (7) 
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c'est-à-dire que le coefficient de frottement est égal à la tangente 
de l’angle de frottement. 

Ainsi, l'angle de frottement est l’angle formé par la 
réaction normale et la résultante de la force de frottement et de la 
réaction normale, soit encore l’angle dont la tangente est égale au 
coefficient de frottement. 

Si le corps / est en mouvement suivant différentes directions 
du plan, la résultante R de la réaction forme un angle @ avec la 
réaction normale Q,, du côté opposé 
au sens de la vitesse relative du mou- 
vement et appartenant constamment 
à la surface d’un cône d'angle au som- 
met 2 obtenu par la rotation de la 


aq? Q 
Fig. 128 


résultante R autour de la réaction normale (fig. 127). Ce cône 
s'appelle cône de frottement. 

Autrement dit, on appelle cône de frottement la surface 
obtenue par la rotation de la résultante de la force de frottement 
et de la réaction normale autour de Ia réaction normale, ou 
encore le cône d’angle au sommet égal au double de l’angle de 
frottement. 


C. Frottement sur un plan horizontal 


Le mouvement d’un corps sur un plan peut être engendré par 
l’action d’une force unique, puisque dans tous les cas où plusieurs 
forces agiraient sur le corps, on peut toujours les ramener à leur 
résultante générale. 

Supposons qu’une force Q (fig. 128) agisse sur un corps en 
faisant un angle À avec la perpendiculaire au plan de contact. 

Faisons glisser la force Q jusqu’à l'intersection de sa ligne 
d'action avec la perpendiculaire au plan de contact et décompo- 
sons-la suivant deux directions perpendiculaires. La composante 
normale Q”, en appliquant le corps au plan, engendre une force 
de frottement au repos F, qui s'oppose au déplacement du corps; 
la composante tangentielle Q° a tendance à faire glisser le corps 
sur le plan. 


10 Bu. A. 3unos8vcs 
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Pour qu'il y ait déplacement, il est nécessaire que la condi- 
tion suivante 
QDF, 
soit vérifiée. 
Puisque 
Q°=Q sin À, 
F,=f,Q"=FQ cos À, 


où f, est le coefficient de frottement au repos, alors 


QsinA>/f,Q cos A, 
d’où 
tgA>f, 


ou encore d’après la formule (7) 


tgA1>tgp,; 
1>9,, 


où œp, est l’angle de frottement au repos. 

Il découle de ce qui précède que quelle que soit l’intensité de 
la force, si elle se trouve à l’intérieur du cône de frottement, 
elle ne peut pas mettre le corps en mouvement. 

Substituant à F,, f, et @, respectivement F, f et @ dans les 
inégalités précédentes et en remplaçant dans toutes les inégalités 
le signe > par >, on en conclut que le corps se déplace sur le 
plan horizontal si la condition À =® est vérifiée. 

Pour À—@ on a Q°—F, le mouvement est à vitesse constante; 
pour À=>®, on a Q°>F et le mouvement est accéléré. 

Pour À<œ,, comme il l’a été démontré précédemment, le 
mouvement est impossible; pour À<Cœ le mouvement du corps, 
engendré par des lorces quelconques et poursuivi par inertie, sous 
l’action de la force Q, se ralentit puisque dans ce cas, la force 
de frottement, engendrée par la force Q" qui s’oppose au mouve- 
ment, sera plus grande que la force Q° qui entretient le mou- 
vemnent. 

Il découle de ce qui a été exposé ci-dessus que les problèmes 
concernant la possibilité de mettre en mouvement un des corps 
en contact par rapport à l’autre, et la possibilité du mouvement 
avec une vitesse ou une accélération constante se résolvent de la 
même manière, mais avec la seule différence, que dans l’un des 
cas il faut prendre en considération le coefficient f, et l’angle , 
du frottement au repos, et dans l’autre, le coefficient f et l'angle œ 
du frottement de glissement. 
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D. Frottement sur un plan incliné 


Considérons d’abord le cas d’un corps placé sur un plan incliné 
faisant l'angle À avec l'horizontale. Une force perpendiculaire 
à l’horizontale (fig. 129) agit sur ce corps, par exemple, le poids 
du corps. 

Dans ce cas, le mouvement est possible vers le bas. 

L'’angle formé par le vecteur-force Q et la perpendiculaire au 
plan est À. 

Conformément à ce qui a été exposé ci-dessus, pour qu'il y ait 
mouvement, il faut que la condition 


AZ 
soit vérifiée. 

Pour À <<, sous l’action de la force perpendiculaire à l’hori- 
zontale, le mouvement, indépendamment de l’intensité de la force, 
ne peut ni être engendré, ni se poursuivre sans ralentissement. 

Un plan dont l'angle avec l'horizontale est plus petit que 
l’angle de frottement s'appelle plan d’autofreinage. Le 
phénomène d’autofreinage est fréquemment utilisé en technique 
dans divers mécanismes. 

Considérons à présent le cas d'un corps posé sur un plan fai- 
sant l’angle À avec l'horizontale et sur lequel agissent deux for- 
ces, l’une perpendiculaire et l’autre parallèle à l’horizontale. 
Dans ce cas, le mouvement du corps est possible dans les deux 
directions. Trouvons les conditions pour lesquelles le mouvement 
est possible dans chacune des deux directions. 

a) Mouvement d’un corps vers le haut suivant un plan incliné 
(fig. 130). Dans ce cas, la force P parallèle à l’horizontale est 
dirigée de gauche à droite. Pour que le mouvement vers le haut 
sur le plan soit possible, il faut que la réaction R des forces P 
et Q fasse un angle B avec la perpendiculaire au plan non infé- 
rieur à l’angle ® de frottement, c'est-à-dire, il faut que la con- 
dition 

EX 


soit satisfaite. 
Il découle de la construction que 


P=Qtg(+f). 


De l'inégalité et de l'égalité données ci-dessus, il découle que 
la condition pour que le mouvement vers le haut sur le plan 
incliné soit possible est la suivante 


P>=Qtg(Ài+v). (8) 
10* 
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b) Mouvement d’un corps vers le bas sur un plan incliné 
(fig. 131). Dans ce cas, on déduit de la construction que la réac- 


tion R est égale à 
P=Qtg(À—$) 


et, par conséquent, le mouvement vers le bas sur le plan incliné 
est possible pour B=œ si la condition 
P<Qtg(AÀ—) (9) 
est satisfaite. 
Sur la fig. 131, la force P est dirigée de gauche à droite, par 
conséquent, c’est une force qui s'oppose au mouvement. La force P 


P 
© \ 
ES d | 
À | £ 
9 Q # l4 
Fig. 129 Fig. 130 . Fig. 131 Fig. 132 


dirigée de droite à gauche (fig. 132) est nécessaire au mouvement 
du corps vers le bas, seulement dans le cas si sous l’action d’une 
seule force Q il n’y aurait pas de mouvement, c'est-à-dire dans 
le cas À < 9. 

D'après la construction (fig. 132) on trouve 


P=Q to (B— À). 


Pour B=œ et pour le sens de la force P indiqué sur la 
fig. 132, l'intensité de la force P doit satisfaire à la condition 


PÆQtg(p—à). (10) 


E. Frottement du coin trapézoïdal 


Dans tous les cas étudiés précédemment, on supposait que la 
force qui faisait adhérer le corps au plan de frottement était 
dirigée perpendiculairement à ce plan. Dans ces cas, d’après 
l'équation (6), l'intensité de la force de frottement s'obterait en 
multipliant la force, qui appliquait le corps au plan, par le 
coefficient de frottement. 

On a représenté sur la fig. 133 un coin de section transversale 
de forme trapézoïdale qui, par l'intermédiaire de la force Q, est 
appliqué aux deux plans de frottement, formant l’angle y avec la 
ligne d'action de la force Q. Si le coin trapézoïdal se déplace 
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dans la direction perpendiculaire au plan de la figure, l’intensité 
de la force de frottement, d’après la formule (6), est égale à 


F=9Nf, 


où V est une force perpendiculaire au plan de frottement. 
En prenant en considération que la somme des projections des 
forces sur une verticale est égale à zéro, on trouve 


ON =. 
sin Y 
e e e f —— [A 
En introduisant la notation TT on a 
F=Qf", (11) 


où la quantité f” s'appelle coefficient de frottement fictif ou 
réduit. 

Dans les calculs techniques, on a affaire au coefficient de 
frottement fictif ainsi qu’à l’angle de frottement fictif o’ donné 
par l'égalité tgæ'—/f", dans le cas où la force, qui applique un 
des corps sur l’autre, ne serait pas dirigée suivant la normale à Ia 
surface de frottement. Puisque f">f, alors, dans les cas où pour 
une force déterminée appliquant un corps sur l'autre, il serait 
désirable d'obtenir une force de frottement maximale, les surfaces 
de frottement forment quelquefois des angles non droits avec la 
ligne d’action de la force d’application. Ainsi, pour diminuer la 
force qui applique des roues à friction l’une sur l’autre, les jantes 
de ces roues sont quelquefois de forme trapézoïdale (fig. 134). Un 
autre exemple sera donné au point suivant de ce paragraphe. 

Si au lieu du coin trapézoïdal qui se déplace dans la direction 
perpendiculaire au plan de la figure, on considère un tronc de 
cône plein (fig. 133) appliqué par la force Q contre la surface 
intérieure d’un tronc de cône évidé, alors l'intensité de la force 
de frottement qui s'oppose à la rotation du tronc de cône plein 
dans le tronc de cône évidé doit également être déterminée, d’a- 
près l’équation (11). 


F. Frottement dans les vis 


Pour déterminer les intensités de la force de frottement qui 
se crée à la surface de contact d’une vis et d’un écrou, on sup- 
pose que la surface hélicoïdale de la vis représente un plan 
incliné où l’écrou tient le rôle d’une charge placée sur le plan 
incliné, ou inversement, que le plan incliné est la surface héli- 
coïdale développée d’un écrou et que la vis représente une charge 
posée sur ce plan. 
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En faisant cette supposition, il faut avoir en vue qu’en réa- 
lité la surface hélicoïdale développée ne représente pas un plan 
incliné faisant un angle déterminé avec l'horizontale. On peut 
engendrer la surface hélicoïdale en déplaçant un segment de 
droite AB (fig. 135) de manière que le point À décrive l’hélice 
et que le segment de droite reste normal à la surface latérale du 
cylindre ou, ce qui est équivalent, soit perpendiculaire à l’axe 
du cylindre. Pour une rotation autour de l’axe du cylindre, 
quand le segment de droite AB prend la position À,B,, tous les 
points du segment se déplacent le long de l’axe du cylindre d’un 
même pas {, mais tous les points se déplacent suivant des cylin- 
dres de diamètres différents : le point extrême À du segment se 
déplace sur un cylindre de diamètre d,, l’autre point extrême B 
sur un cylindre de diamètre d non représenté sur la fig. 135. 
g 


W 


(4 


Fig. 133 Fig. 134 Fig. 135 Fig. 135 


L'angle d’inclinaison À, de l’hélice suivant laquelle le point À 
se déplace est: À,= arc t&—, l’angle d’inclinaison À, de l’hé- 


lice suivant laquelle le point B se déplace est p=arcte +. 


Puisque d, << d, alors À, > A3. 

En supposant que la surface hélicoïdale développée représente 
un plan incliné faisant un angle défini avec l'horizontale, soit 
l’angle À, ou À,, nous tolérons une erreur qui n’a pas d’impor- 
tance pratique si la longueur du segment de droite AB est petite 
par rapport au diamètre d, ou d, ce qui d’ailleurs a presque 
toujours lieu dans la construction des machines. On aura une 
erreur encore plus petite si on suppose que la surface hélicoïdale 
développée représente un plan incliné faisant avec l'horizontale 
un angle égal à l'angle d’inclinaison de l’hélice sur le diamètre 
moyen, c'est-à-dire l'angle défini par l'équation 

tg À — 


TZ 


On peut se représenter le filet de la vis sous forme du rec- 
tangle ABB,À, (fig. 136) ou du triangle ABA, (fig. 137) obtenu 
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par le mouvement des points À et À, du profil du filet le long 
des hélices tracées sur un cylindre de diamètre d,; pendant ce 
mouvement, le segment de droite AA, doit constamment rester 
parallèle à l'axe du cylindre. En pratique, le filet de la vis 
s'obtient, il va de soi, en enlevant du matériau au cylindre de 
diamètre d à l’aide d’un instrument tranchant. De la même 
manière, on peut se représenter le processus de formation en pra- 
tique du filet d’un écrou. 

En développant en pensée les surfaces en contact de la vis et 
de l’écrou et en se représentant un des chaïînons du couple héli- 
coïdal sous forme de plan incliné, partant de ce que d’après la 
formule (6) la force de frottement est indépendante des dimensions 


NE 


b NN TE 
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Fig. 137 Fig. 138 Fig. 139 


de la surface de contact, on peut supposer que l’autre chaïînon 
est concentré dans la charge posée sur ce plan. En agissant ainsi, 
nous pouvons utiliser les formules (8), (9) et (10) qui établissent 
des relations entre les forces P et Q agissant sur le corps posé 
sur le plan incliné. Quand on applique ces formules au couple 
hélicoïdal, il faut prendre pour angle À, dans ces formules, 
l’angle d’inclinaison de l’hélice sur son diamètre moyen, pour 
force Q la force dirigée suivant l'axe du couple, pour force P 
celle dirigée suivant la tangente à la circonférence dont le rayon 
est égal au rayon moyen du filet de vis. Si r est le rayon moyen 
du filet de vis et M—le moment qui met en rotation le chaînon 


mobile du couple hélicoïdal (vis ou écrou), alors P=T%. Par 


exemple, si P, est la force avec laquelle l’ouvrier doit agir sur 
une clé pour serrer ou desserrer un écrou (fig. 138), [—]la dis- 
tance du point d’ AppACaoR de la force P, à l’axe du couple 


hélicoïdal, alors P = P, _ 


On peut se servir re formules indiquées ci-dessus pour déter- 
miner les forces P et Q seulement dans les vis à filet carré (fig. 139). 
En décomposant la force axiale Q (sur un plan incliné—la force 
perpendiculaire au plan horizontal, voir fig. 140), on a la compo- 
sante Q cos qui applique les chaînons du couple hélicoïdal l’un 
sur l’autre. Dans un filet carré cette force est normale à la surface 
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de frottement (fig. 141) et, par conséquent, elle engendre une force 
de frottement égale à fQ cos À. Dans un filet hélicoïdal (fig. 142), 
la force Q cos À n’est pas normale à la surface de frottement (fig. 143) 
et, par suite, pour déterminer l'intensité de la force de frottement 
engendrée par cette force, la force Q cosÀ doit être multipliée par 


le coefficient de frottement fictif f” qui est égal à F=S , où B 


est la moitié de l’angle au sommet du proiil du filet hélicoïdal. 
C’est pourquoi, quand on applique les formules (8), (9) et (10) aux 
vis à filet hélicoïdal, l’angle de frottement ®, participant dans les 
formules, doit être remplacé par hi de frottement fictif œ’. 


NS 

/ NN NON 
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Les autres conditions restant égales, dans la vis à filet hélicoïdal 
la force de frottement est supérieure à celle de la vis à filet carre, 
il est donc plus avantageux d’ appliquer le filet hélicoïdal pour les 
pièces de fixation (boulons, goujons, vis) où il est désirable d’avoir 
une force de frottement très élevée, quant au filet carré, il sera 
choisi dans les vis servant à transmettre le mouvement. 

En U.R.SS., pour les vis de fixation, on a établi un filet stan- 
dard à profil sous forme de triangle équilatéral. D'après certaines 
considérations pratiques, au lieu d’un filet carré pour les vis trans- 
mettant le mouvement, on a standardisé le filet à profil sous forme 
de trapèze (fig. 144) dont l'angle au sommet du proîil est 30°. 
L'augmentation de la force de frottement dans le filet trapézoïdal 
par rapport au filet carré est insignifiante, puisque le cosinus du 
demi-angle au sommet du profil est voisin de l’unité (cos 15° = 0,966), 
et par suite, la différence entre les coefficients f” et f est aussi 
très petite (f=1,03f). 

Pour le filet métrique (c'est ainsi qu’on appelle le filet standard 
pour les pièces de fixation), l'angle au sommet du profil est égal 
à 60°, par conséquent, 

F = Ly= 1,15 f. 

Dans les vis de fixation, le filet doit nécessairement agir comme 
autofrein sans quoi ces vis ne rempliraient pas leur désignation. 

Expliquons à présent comment, en appliquant les formules:(8), 
(9) et (10), on peut résoudre le problème relatif aux valeurs _des 
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forces agissant sur un boulon et son écrou pendant le serrage du 
boulon. 

Quand un boulon assemble deux pièces À et B (fig. 145 a), le 
boulon est introduit dans les ouvertures de ces pièces, puis on 
visse l’écrou sur la partie supérieure filetée du boulon. Tant que 
l’écrou n’a pas atteint la pièce À, le filet du boulon fixe repré- 
sente un plan incliné vissé sur le cylindre, tandis que l’écrou joue 
le rôle de charge posée sur le plan et se déplace de haut en bas 
pour la position du boulon comme l'indique la fig. 145 a. Conservé 
dans une position quelconque, par exemple, celle indiquée sur la 
fig. 145 a, l’écrou ne se déplace pas vers le bas sous l’action de 
son poids, puisque le triangle du filet du boulon est autofrein, 


Qcesi 


c'est-à-dire satisfait à la condition À <œ'’. Pour mettre en contact 
la surface inférieure ab de l’écrou avec la surface supérieure cd de 
la pièce À, il faut faire tourner l’écrou avec un moment Pr;,toù r 
est le rayon moyen du filet, P—1la force appliquée au rayon moyen 
et définie d'après la formule (10), où l'angle de frottement a été 
remplacé par l'angle de frottement fictif ®’ et la force Q est le 
poids faible de l’écrou. Le petit moment nécessaire au mouvement 
de l’écrou pour atteindre la pièce À est créé par les doigts de 
l’ouvrier. 

Quand la surface inférieure de l’écrou coïncide avec la surface 
supérieure de la pièce À, alors on a besoin d’un moment de rotation 
sensiblement supérieur pour la rotation ultérieure de l’écrou en vue 
de serrer le boulon. En tournant, l’écrou doit se déplacer suivant 
le boulon vers le bas dans la position indiquée sur la fig. 145 b, 
mais ce mouvement est empêché par la pièce À sur laquelle le 
boulon s'appuie déjà. En tournant et en restant en contact avec 
la pièce À, l'écrou aurait pu se déplacer vers le bas par rapport 
au boulon si le boulon avait pu se déplacer vers le haut, mais la 
pièce B, sur laquelle la tête du boulon s'appuie, entrave ce mou- 
vement. La rotation du boulon d’un certain angle est tout de même 
possible, ce qui est nécessairement effectué lors du serrage du boulon. 
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Pendant ce mouvement de rotation, l’écrou, en s'appuyant par sa 
surface inférieure à la pièce À et en agissant par son filet sur le 
filet de l’écrou, allonge l’écrou d’une longueur insignifiante. À cette 
étape, les rôles du boulon et de l’écrou s’intervertissent : l’écrou 
devient comme un plan incliné, tandis que le boulon devient une 
charge qui peut se déplacer de bas en haut sur le plan in- 
cliné. 

Pendant l’allongement du boulon, il se produit essentiellement 
ce qui aurait eu lieu dans le dispositif représenté schématiquement 
sur la fig. 146, si la charge Q, correspondant au boulon et ne 
pouvant être animée que d'un mouvement ascentionnel, était déplacée 
par la pièce D correspondant à l’écrou. 

En agissant avec une certaine force P,, dirigée sur la fig. 146 
de droite à gauche, on peut soulever la charge Q (sur la fig. 145 b 
allonger le boulon avec la force Q) en 
déplaçant en même temps la charge par 
rapport à la pièce D de gauche à droite (de 
la même manière qu’en serrant l’écrou sur 
le boulon sur la fig. 145 b). 

Sur la fig. 146, la force P, doit sur- 
monter la résistance de la charge Q et la 
force de frottement du plan incliné et, de 
plus, la force de frottement du plan hori- 
zontal de contact des pièces À et D. La force nécessaire pour dé- 
placer de gauche à droite la charge Q par rapport à la pièce D doit 
être déterminée d'après la formule (8); la force de frottement sur le 
plan de contact des pièces À et Dest Qf (le poids de la pièce D 
n'est pas pris en considération). Donc 


Ph=Qte(A+e)+Qf, 


où œ est l'angle de frottement sur le plan incliné et f—le coeffi- 
cient de frottement sur le plan horizontal. 

De même, le moment, engendré par l’ouvrier, qui agit pendant 
le serrage du boulon sur la manche de la clé avec la force P, 
(voir fig. 138), doit surmonter le moment P,= Qrtg(À + ') où P, 
est la force exercée sur le rayon moyen du filet et Q—la force 
qui allonge le boulon, ainsi que le moment QfR de la force de 
frottement du plan de contact de l'écrou et de la pièce À, où R 
est le rayon du cercle sur lequel on peut supposer que la résultante 
générale des forces de frottement élémentaires est appliquée (voir 
ci-dessous au point «H» la détermination de R). 

Le boulon serré à l’aide de la clé est sous tension à l’état 
allongé parce que le filet autofrein, sous l’action de la force 
axiale, ne peut se dévisser et revenir à la position initiale. 
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Pendant le démontage de l'assemblage, il faut pour desserrer 
l'écrou un moment de 


M > Qr (g (p, —àÀ) ni QFR;; 


où œ, est l’angle de frottement fictif au repos dans le filet et f, —le 
coefficient de frottement au repos entre l’écrou et la pièce À. 


G. Frottement dans les couples de rotation 


Ün couple cinématique de rotation est donné par le tourillon 
(partie de l’arbre qui est posée sur un appui) et le palier qui le 
contient. 

Pour que le tourillon, qui se trouve sous l’action de plusieurs 
forces, puisse être animé d’un mouvement de rotation il faut que 
la résultante générale Q de ces forces 
(fig. 147) crée un moment non inférieur au 
moment de la force de frottement. 

En décomposant la force Q en compo- 
santes normale Q" et tangentielle Q° et en 
désignant par r le bras de levier de la 
force Q par rapport à l’axe de rotation du 
tourillon, par R—le rayon du tourillon et 
par À l'angle formé par la ligne d'action 
de la force Q et le rayon mené au point 


d'application de la force Q, on trouve: Île Fig. 147 
moment du tourillon en rotation est 
Q'R=QR sin ; 


le moment de la force de frottement F est 
FR=/fQ"R=QRfcos\À=QR tgcosÀ. 
Pour qu'il y ait rotation, il faut que la condition 
QRsinÀi=QRigcosA 
soit vérifiée, d'où 
igA=tgp, À1=9 
et donc 
r=RsiniZzRsin. 


Par conséquent, le moment de la force Q ne peut faire tourner 
le tourillon si la ligne d'action de la force Q passe à l’intérieur 
du cercle de rayon R sin ®. 

Ce cercle s'appelle cercle de frottement. 
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H. Frottement dans Îles crapaudines 


Dans les crapaudines, il y a frottement à la surface de contact 
de deux corps appliqués l’un sur l’autre et dont l’un est en mou- 
vement de rotation par rapport à l’autre autour de la normale à 
la surface de contact (fig. 148). 

En prenant en considération la résistance exercée par les forces 
de frottement au moment qui met en rotation un corps par rapport 
à l’autre, on doit déterminer le mo- 
ment résultant des forces de frotte- 
ment en remplaçant les forces de frot- 
tement élémentaires sur toute la sur- 
face de frottement par leur résultante 
générale appliquée sur la circonférence 
de rayon À. On détermine le rayon 
R en supposant que la surface de frot- 
tement est une couronne circulaire de 
rayon extérieur 7, et de rayon inté- 
rieur 7, et que la rotation a lieu autour du centre commun aux 
circonférences de rayons r, et r, (fig. 149). 

La force totale de frottement au glissement est 


Fig. 148 


pfa(ri—r:), 


où p est la pression à la surface de contact, c’est-à-dire la force 


appliquée à l’unité de surface en frottement et x (ri —r2) l’aire de 
la surface en frottement. 


La force de frottement élémentaire répartie sur la couronne 
circulaire d’aire 2xrdr est 


pf 2x rdr. 


Le moment total de la force de frottement est 
pfa(ri—r:)R, 


où À est le rayon du cercle sur lequel est appliquée la résultante 
des forces de frottement élémentaires. 


Ce même moment peut être exprimé encore de la manière sui- 
vante 


( pf 2nr° dr = 2 pfx (rs dr. 


la 
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En effectuant l'intégration et en simplifiant par pfx on aboutit 
à l'équation 
(r—r;)R=2 \ r° dr: 


Pa 


(—r)R= + (ir), 


d'où 
2 r—r _2 ri +ririt rs 
$ nr 3 lits 
Pour r,=0 on a 
9 
R=r, 


32. FROTTEMENT DE GLISSEMENT DES CORPS LUBRIFIÉS 


Si les surfaces des corps en frottement sont entièrement recou- 
vertes d'une couche de lubrifiant, alors le frottement, comme on 
l’a dit précédemment, s'appelle frottement fluide. La résistance au 
mouvement relatif dans le cas du frottement fluide est condition- 


née par des facteurs distincts de ceux qui dé- LD 


finissent la force de frottement dans le cas de LL, 


N 


frottement sec. 

Pour des surfaces en frottement non lubri- 
fiées, la résistance au mouvement relatif est due 
avant tout à ce que les aspérités minuscules, in- Fig. 150 
visibles à l’œil nu, de la surface d’un des corps 
en frottement, représentées sur la fig. 150 fortement agrandies, sont 
retenues par des aspérités semblables de la surface de l’autre corps. 
Cet état de chose est confirmé par le fait que la force de frotte- 
ment, pour d’autres conditions égales, diminue pour les surfaces 
usinées avec plus de soin. 

Cependant, la force de frottement ne décroît pas indéfiniment 
en fonction de l’amélioration de l’usinage des surfaces; de plus, 
si on conserve toutes les autres conditions et qu'on passe à des 
surfaces usinées de plus en plus avec soin, on remarque alors 
qu'en atteignant une certaine limite pour les soins apportées à l’u- 
sinage, la force de frottement commence à augmenter. Ceci s'explique 
par le fait que les forces de cohésion moléculaire commencent à 
avoir une action importante dès que l’adhérence des surfaces est 
très grande. Ainsi, les surfaces soigneusement polies de deux corps, 
dont les aspérités ont des hauteurs ne dépassant pas un deux mil- 
lièmes de millimètre (c’est ainsi qu’on usine les surfaces des dalles 
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utilisées pour le contrôle des calibres limites) s’attirent avec une 
force de 125 g/cm° environ. 

En présence d’une couche de fluide entre les surfaces de deux 
corps en mouvement l’un par rapport à l’autre, l'influence des 
facteurs indiqués précédemment tels que la rugosité des surfaces et 
la cohésion moléculaire, s’élimine et la résistance au mouvement 
relatif est conditionnée seulement par le frottement à l’intérieur 
de la couche de fluide. Dans ce cas, les fines couches de fluide 
adhèrent aux surfaces des corps en mouvement l’un par rapport à 
l'autre et sont en mouvement par rapport aux couches de fluide 
quis’y adhèrent les entraînant et les devançant même partiellement. 

La détermination de la force de frottement dans le cas de frot- 
tement fluide est fondée sur la loi de Newton relative à la visco- 
sité des fluides d’après laquelle 


n-S-v 
Eee: 
où F est la force de frottement en kg; 
n le coefficient de viscosité du fluide en kg s/m' ; 
S la surface de frottement en m'; 
v la vitesse relative du mouvement en mjs; 
h l'épaisseur de la couche de fluide en m. 
Si d’après la formule (6) de Coulomb donnée précédemment 
on détermine la force de frottement dans une couche de fluide, 
alors le coefficient de frottement f doit être défini par la formule 


= no 
= 


qu’on déduit de l'équation de Newton après les substitutions 
F—=Qf et À =p. 


Il est supposé dans la formule de Coulomb que le coefficient 
de frottement à sec ne dépend pas de la vitesse de glissement, 
mais comme cela a été mentionné plus haut, différents chercheurs 
postérieurs à Coulomb ont établi que pour les vitesses supérieures 
à celles des expériences de Coulomb le coefficient de frottement 
diminue sensiblement. Au contraire, le coefficient de frottement 
fluide augmente proportionnellement à la vitesse de glissement. 

Les phénomènes complexes qui ont lieu dans une couche de 
lubrifiant furent pour la première fois étudiés par le fondateur de 
la théorie hydraulique du frottement, N. Pétrov, professeur à l'ins- 
titut technologique de Pétersbourg. dans sa brillante étude intitu- 
lée .Frottement dans les machines et influence des fluides lubri- 
fiants sur le frottement“, publiée en 1883. 
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Dans la majorité des cas, on observe sur les surfaces lubrifiées 
des corps en mouvement l’un par rapport à l’autre non pas un 
régime de frottement fluide, mais bien celui de frottement semi- 
fluide ou semi-sec. Pour ce régime, on n’a pas encore établi de 
formule fondée théoriquement et c’est pourquoi, pour déterminer 
la force de frottement dans ces cas, on a recours à la formule de 
Coulomb après avoir sensiblement diminué les coefficients de frot- 
tement par rapport aux coefficients admis dans le phénomène de 
frottement sec. Ainsi, le coefficient de frottement de l’acier-bronze 
pendant le frottement à sec est environ de 0,18, tandis que pour 
le frottement semi-sec en fonction de certaines circonstances, sa 
valeur oscille entre 0,02 et 0,08. 


33. FROTTEMENT DES CORPS FLEXIBLES 


Si un corps idéalement flexible et inextensible, c’est-à-dire un 
corps parfaitement indéformable sous l’action de toute force exten- 
sible et qui n'offre aucune résistance au fléchissement, enveloppe 
un cylindre fixe suivant l’arc de circonférence ab d’angle au centre 
a (fig. 151) et se trouve sous l’action des forces S, et S., alors. 
pour qu'il puisse être en mouvement sur Île cy- SraS 
lindre avec une vitesse uniforme, il doit nécessai- 
rement satisfaire à la condition 


S,=S,+F, 


où F est la force de frottement entre le corps 
flexible et le cylindre. 


Puisque la force de frottement est répartie ÿ 
sur l’arc de contact ab du corps flexible et du 
cylindre, alors la tension du corps flexible, à Fig. 151 


partir de son point de départ a sur le cylindre 
jusqu’à son point d'arrivée b, croît suivant une certaine loi de 
. à S,. Au point c de l'arc infiniment petit cd la tension atteint 
une certaine valeur S, au point d elle augmente jusqu’à S-+-48. 
La force de frottement infiniment petite sur l’arc cd qui con- 
ditionne l'augmentation de la tension de dS et, par conséquent. 
égale à dS peut être exprimée de la manière suivante 


dS — fdN, 
où f est le coefficient de frottement et dN la force infiniment petite 
perpendiculaire à la surface de frottement. 


L'intensité de la force dN est donnée par les projections des 
tensions S et S+dS sur un rayon mené par le milieu de l’arc cd: 


dN=S sin D + (S+dS) sin © = 28 sin © + dS sin © . 
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Puisque sin da — da et dSsin = 0, comme grandeur infiniment 
petite d'ordre supérieur, alors : 
aN = Sda; 
dS = fdN = fSd2. 


En séparant les variables, on a 


En intégrant, puis en prenant les logarithmes, on a 


CRE 
|8 fée 
S = 0 


S: a 

| dLogS=f\ da; 

Sa 0 
Log? = fa; 


S,=S.e". 


Cette dépendance entre la force S, qui met en mouvement le 
corps idéalement flexible et inextensible qui enveloppe le cylindre 
et la force S, qui s'oppose au mouvement, a été établie par l’émi- 
nent savant L. Euler, membre de l’Académie des sciences de 
Russie. 

Conformément à la formule d'Euler, la force de frottement sur 
la surface de contact du corps flexible qui enveloppe le cylindre est 


FES SmS. (61). 


D'après cette formule, l'intensité de la force de frottement 
dépend aussi, dans une grande mesure, du coefficient de frottement 
et de l’angle d’enroulement; il n’est pas difficile de s’en convain- 
cre, en faisant les substitutions adéquates dans la formule d’Euler, 
que pour f =—0,35, en enroulant le corps flexible quatre fois autour 
du cylindre («= 8x), une force de 1 kg peut équilibrer une force 
de 6500 kg. 

Dans le calcul de la transmission par courroie on a affaire 
avec les valeurs approximatives suivantes: f& 0,35; &æ=nx. Pour 
ces valeurs, la tension de la partie menante de la courroie qui 
entraîne en rotation la poulie menée est approximativement trois 
fois plus grande que la tension de la partie menée. Cependant, 
pour le calcul d’une transmission par courroie, la formule d'Euler 
n'est applicable que si on y apporte des rectifications empiriques. 
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La nécessité de ces rectifications découle 1) de ce que la courroie 
n'est pas un corps idéalement flexible et inextensible et 2) de 
ce que, pendant la rotation de la poulie, la courroie est soumise 
à l’action de la force centrifuge qui fait décroître la pression de 
la courroie sur la poulie et, par conséquent, diminuer la force de 
frottement. 


34. FROTTEMENT DE ROULEMENT 


Pendant le roulement d'un cylindre ou d’une boule, il se pro- 
duit le renversement continu du corps qui roule sur la surface de 
roulement. Si on suppose que le corps qui roule est en contact avec 
la surface de roulement suivant une courbe (cas du cylindre), ou 
en un point (cas de la boule), et si de plus on suppose que la 
ligne d'action de la force, qui applique le corps en roulement sur 


Fig. 152 


la surface de roulement, passe par la courbe ou le point de con- 
tact, alors on conclut que la résistance au roulement dans ce cas 
ne doit pas avoir lieu; le moment de la force Q (fig. 152a) qui 
applique le corps qui roule sur la surface de roulement, est nul 
et, par conséquent, le moment de la force P, qui engendre le ren- 
versement continu du corps, ne rencontre aucune résistance. Cepen- 
dant, l'expérience montre qu'il y a résistance au roulement. 

La résistance au roulement se manifeste parce que les corps 
appliqués l’un contre l’autre par une certaine force même insi- 
gnifiante se déforment et que à l’état déformé ils se trouvent en 
contact non pas suivant une courbe ou un point, mais bien suivant 
une certaine surface adjacente à cette courbe ou à ce point. Pen- 
dant la déformation de la surface qui se trouve sous le corps qui 
roule (fig. 152b) et pendant la déformation du corps qui roule 
(fig. 152c), et, par conséquent, pendant la déformation simultanée 
du corps et de la surface, la courbe ou le point au voisinage 
duquel il se produit renversement s’écarte d'une certaine distance 
k de la ligne d’action de la force Q. Ceci a pour résultat de créer 
un bras de levier k pour la force Q de moment Qk s’opposant au 
moment de renversement Ph. 


11 Br. A. 3unosbes 
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Pendant le roulement avec une vitesse constante, on doit avoir 
la relation évidente 
Ph=QR, 


où k est une grandeur qui caractérise les conditions d'après les- 
quelles le roulement s'effectue; elle s'appelle coefficient de 
frottement de roulement. Contrairement au coefficient de 
frottement de glissement, le coefficient de frottement de roulement 
est une grandeur de dimension linéaire. 

Le phénomène de roulement est observé grâce au frottement 
de glissement : le roulement d'un corps sur un autre peut avoir 
lieu seulement dans le cas si la résistance au glissement est supé- 
rieure à la résistance au frottement. 

Pour faire rouler un corps sur un plan, il faut appliquer au 
corps une force égale à 


k 
P;=Q fe 

et pour le roulement il faut lui appliquer une force égale à 
P,= Qf. 


Si : <f et, par conséquent, P,< P,, alors le corps roule sans 
glisser, dans le cas contraire, le corps glisse sans rouler. Pour 
k SR ; 

— = f on aura des possibilités égales de roulement et de glissement. 


h 

Puisque pour la substitution du frottement de glissement par 
celui de roulement, la force de frottement diminue, et dans la 
plupart des cas sensiblement, alors, pendant le déplacement de 
charges sur un plan il est avantageux de disposer sous ces charges 
un rouleau sous forme de tiges cylindriques ou des tronçons de 
tuyaux, ce qui d’ailleurs se fait souvent. 

Pendant le déplacement d'une charge de poids Q sur des rou- 
leaux de rayons À (fig. 153), on doit surmonter la force de frot- 
tement de roulement entre la charge et les rouleaux et entre les 
rouleaux et le plan. Dans ce cas, la force P qui agit sur la charge 
s'avère appliquée aux rouleaux aux points de contact avec la 
charge et engendre un moment 2PR qui anime les rouleaux d'un 
mouvement de rotation. La résistance de roulement a pour moments 


Le, et (2+ G) k,, où G est le poids du rouleau; n—le nombre 


de rouleaux, k, et k, sont respectivement les coefficients de 
frottement de roulement entre les rouleaux et le plan et les rou- 
leaux et la charge. 

Pendant le mouvement avec une vitesse constante, on a 


2PR=nTk+n(Ë+G)k=QR,+(Q-+nG)k.. 
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Pour k,=Rk,=k, en négligeant le poids des rouleaux, on a 
P=Q+. 


Puisque les rouleaux par rapport à la charge se déplacent dans 
le sens opposé au mouvement de la charge, alors les rouleaux 
sortis de dessous la charge doivent être à nouveau disposés sous 
la charge, ce qui rend incommode le déplacement de la charge 
sur les rouleaux pour de grandes distances ou de grandes vitesses. 

Fendant le déplacement d’une charge (fig. 154) sur roues, les 
roues sont entraînées par la caisse chargée du chariot, mais comme 
les roues sont en rotation sur des essieux reliés à la charge, 
alors, en plus de la force de frottement de roulement entre les 
roues et le plan pendant le mouvement de la charge, on doit sur- 
monter aussi la force de frottement de glissement entre les roues 
et les essieux autour desquels elles sont en rotation. 


Fig. 153 Fig. 154 


Pendant le déplacement de la charge avec une vitesse cons- 
tante, au moment PR de la force P, supposée appliquée à la 
distance R du plan suivant la ligne d'action parallèle au plan, 
s'opposent : 1) le moment de la force de frottement de roulement 
(Q+G)k, où G est le poids lotal des roues et 2) le moment de 


la force de frottement de glissement frQ, où r est le rayon de 
l'essieu des roues. On a donc 


PR=(Q+G)k+/frQ, 
p=(@+Or+ra, 


d’où 


en négligeant le poids des roues, on a 


p= Qt — Qk.,, 


où la quantité, sans dimension, k, s'appelle coefficient de 
traction. 

La tendance à substituer le frottement de glissement par le 
frottement de roulement dans les paliers des arbres et des essieux 
a abouti à l’invention de toute une série de paliers de roulement 
qui sont très répandus dans la technique moderne. 


11% 
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Nous passons de la charge C qui glisse sur le plan IT (fig. 155) 
au palier à glissement ; en donnant aux surfaces de frottement de 
la charge et du plan des formes cylindriques (fig. 156), on a, au 
lieu d’une charge, la surface d'appui d’un arbre ou d’un essieu, 
c'est-à-dire le tourillon C, et au lieu du plan, la surface du palier 
à glissement II. Le palier à roulement peut s'obtenir de la même 


"1 [4 
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Fig. 155 Fig. 156 


manière en partant d'une charge C qui se déplace sur des rou- 
leaux À sur un plan IT (fig. 157) en donnant, dans ce cas, aux 
surfaces d'appui des formes cylindriques (fig. 158). Puisque le 
coefficient de frottement de roulement est d'autant plus petit que 
les matériaux des corps en roulement (dans les roulements à billes 


AR'AN AN AN AD 'AN "AA E GÉ 
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C2 ? é Cd 1 


J. 


ou à rouleaux) et les pièces sur les surfaces desquelles se produit 
le roulement sont durs, alors pour cette raison-là et pour certaines 
autres considérations, les paliers à roulement sont fabriqués en 
matériaux durs sous forme de deux anneaux avec des billes ou 
des rouleaux disposés entre eux. Pour que les distances entre les 


Fig. 160 


corps qui roulent pendant le roulement sur les surfaces des an- 
neaux restent consfantes, dans les roulements modernes, les corps 
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qui roulent sont séparés les uns des autres à l’aide de pièces 
particulières appelées séparateurs. 

En U.R.SS., les paliers à roulement sont fabriqués dans de 
grandes usines mécanisées et font l’objet de la production en série. 
Les multiples types de constructions et de dimensions des paliers 
à roulement sont standardisés. 

On a représenté sur la fig. 159 un des types de constructions 
standard de roulement radial, c’est-à-dire de roulement destiné à 
recevoir les efforts radiaux; ces roulements peuvent supporter 
aussi des efforts axiaux approximativement 1,5 fois moindres que 
les efforts radiaux. On donne sur la fig. 160 une des constructions 
standard d'un roulement à butée, c’est-à-dire d’un roulement des- 
tiné à supporter des efforts axiaux; ces roulements sont inutili- 
sables pour les efforts radiaux. La lettre S sur les fig. 159 et 160 
indique les cages. 

Le coefficient de frottement de roulement dans les paliers à 
roulement est une grandeur de l’ordre d’un micron. 


Exemple 1. Une tige qui glisse sur les glissières À et B (fig. 161) distan- 
tes l’une de l’autre de /, se trouve sous l’action d’une force P distante de ! 
de la glissière À et faisant un angle & avec l'axe de la tige. Le coefficient 
de frottement au repos entre la tige et les glissières est f,—0,2. Déterminer 


Fig. 161 Fig. 162 


le plus grand angle a pour lequel le mouvement de la tige sur les glissières 
est possible. 

Décomposons la force P en forces P cos a et P sin a. La première de ces 
forces est une force mobile, la seconde une force freinant le mouvement qui 
crée dans les glissières les pressions P4 et Pk perpendiculaires à l'axe de 
la tige, engendrant les forces de frottement qui s'opposent à la force P cos a. 

Des équations des moments par rapport à B, puis par rapport à À, on 
trouve que Îla glissière À exerce une pression sur la tige avec la force 
P À = 2P sin a orientée sur la fig. 161 de haut en bas et la glissière B avec 
la force PR=P sin a orientée de bas en haut. Les deux forces P1 et PR 
engendrent une force de frottement générale dans les glissières égale à 
3fP sin a et s'’opposant à la force Pcosa. Pour que le mouvement puisse 
avoir lieu, il faut que la condition 


P cos a > 3f,P sin a 
soit vérifiée, d'où 
I l 
3f, = 0,6 — 1,67 ; 
a << 59°. 


tg a < 
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Exemple 2. Une charge Q,=10 kg (fig. 162) placée sur un plan incliné 
faisant l'angle a, —30° avec l'horizontale est retenue par un fil souple qui 
passe par une poulie et au bout duquel est fixée la charge Q, posée sur un 
plan incliné faisant avec l'horizontale l'angle a, —=45°. En négligeant la 
rigidité du fil et la résistance au frottement dans l’appui de la poulie, déter- 
miner la valeur de la charge Q, pour laquelle les deux charges seront imms- 
biles. Le coefficient de frottement au repos f, entre les charges et les plans 
inclinès est 0,2. 

Décomposons le poids Q de chaque charge en force Q sin a dirigée paral- 
lèlement au plan incliné de haut en bas et en Qcosa dirigée perpendiculai- 
rement au plan incliné. 

Pour que la charge Q, ne se déplace pas vers le bas et n’entraîne pas 
la charge Q. sur le plan dans un mouvement ascensionnel, il faut que la 
condition 


Q,sina,—Q,f,cos a, = Q. sin a, + Q.f, cos a. 
soit vérifiée, d'où 
sin a, —f, cos a, 
sin &. + f, COs a, 


Q:=0Q,; 


Pour que la charge Q, ne se déplace pas vers le bas sur le plan en en- 
trainant la charge Q,, il faut que la condition 


Q. sin a,—Q.f,cos a, & Q, sin a, + Q.f, cos a; 
soit vérifiée, d'où 
sin a, + f, cos a, 
sin a, —f, cos a. 


Q:<Q, 


Par conséquent, la valeur de la charge Q, doit rester entre les limites 


Q sin a, + f, COS a, sin &,—foCos a, 
2 


>Q, ——— . 
sin a; —f, COS a, > az Q sin a, + f, COS a. 


On a en remplaçant les grandeurs par leurs valeurs numériques données 
et en effectuant les calculs : 


11,89 kg > Q,=> 3,86 kg. 
Exemple 3. Un coin trapézoïdal d'un poids de 100 kg se déplace entre 


des glissières horizontales (fig. 163). L'’angle aigu du coin est 2y—60°. Le 
coefficient de frottement de glissement entre le point et les glissières est 


f=0,2. Déterminer la valeur de la force mobile P dirigée parallèlement aux 
glissières, pendant le mouvement du coin avec une vitesse constante et une 
accélération de 4,9 m/s*. 
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Le coefficient fictif de frottement est 


La force de frottement est 
F=100 kg-0,4 = 40 kg. 


La force nécessaire pour avoir un mouvement avec une vitesse constante est 
P=F=—=40 kg. 


La masse du coin est 


— 100 è 
m= gg kg-s [m. 


La force nécessaire pour que le mouvement du coin ait une accélération 
de 4,9 m/s° est 


P=F+4,9 m=40+4,9 5200 kg. 


Exemple 4. UÜne roue menante à friction de diamètre D,--300 mm 
(fig. 164) et à n,—300 tours à la minute transmet la puissance N—4 cv à 
une roue menée de diamètre D,=450 mm. Le coefficient de frottement au 


2 L 
2 2 
S 
Fig. 164 


point de contact des jantes des roues est f—0,2. Les arbres sur lesquels sont 
montées les roues sont en rotation dans des paliers de 40 mm de diamètre. 
Le coefficient de frottement aux supports des arbres est f, —0,08. Déterminer 
la perte d'énergie due au frottement dans les supports des arbres pour des 
roues à jantes cylindriques et des roues à jantes trapézoïdales. 

L'angle aigu de la jante trapézoïdale est 2y—30° (fig. 165). 

La vitesse angulaire de la roue menante est 

an, 71-300 


et = 1! 
O0 30 31,4 ST". 


Pour la puissance N—4 ch=—4.75" kgm/s = 300 kgm/s, le moment sur l'arbre 
de la roue menante est 


M =300 kgm/s:31,4 s71—9,55 kgm. 
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L'effort périphérique est 
0,3 m 


P =9,55 kgm:——= 63,7 64 kg. 


La force avec laquelle les roues doivent être appliquées l'une contre 
l’autre dans le cas des jantes cylindriques est 


La force S enregistrée aux supports de chaque arbre est la somme géo- 
métrique de deux termes: l’effort périphérique et la force Q. Puisque Îles 
lignes d'action de ces forces sont réciproquement perpendiculaires, alors 


S=Y p°+Q,= V 64:+3207—326 kg. 
La force de frottement dans les supports pour chaque arbre est 
Sf—=326 kg-0,08 — 26 kg. 


Le moment de la force de frottement dans les supports de chaque arbre est 
26 ke mm =—520 kgmm —0,52 kgm. 


La vitesse angulaire de l’arbre menant est 


d= 0, pi= 31,427 20,9  . 
La perte d'énergie due au frottement dans les supports est: pour l'arbre 
menant 
0,52 kgm:31,4 s7'—=16,3 kgm/s ; 
pour l’arbre mené 
0,52 kgm-20,9 s7!—10,9 kgm/s. 


Le coefficient de frottement fictif dans le cas de roues à jantes trapézoï- 
dales est 


DE ARR CRT 7e . 
= ne = re = 984 = 3,84-0.2& 0,77. 


Pour ce coefficient de frottement la force de pression nécessaire est 


P 64 
Q = F=5,77 8,5 = 84 kg. 


La force enregistrée dans les supports des arbres est 
S— V 647+847— 106 kg. 


La perte de l'énergie due au frottement dans les supports de l'arbre est 
proportionnelle à la force S, alors dans le cas des jantes trapézoïdales, Îa 
perte d'énergie dans les supports des arbres sera inférieure de 326:106 = 3 
fois par rapport aux jantes cylindriques. 

Remarque. Malgré l'avantage des roues à friction à jantes trapèzoi- 
dales par rapport aux roues à jantes cylindriques, découlant des calculs de 
comparaison donnés ci-dessus, la transmission par friction à roues trapézoï- 
dales est largement appliquée seulement dans les appareils qui transmettent 
de petites puissances et rarement dans les transmissions à puissance élevée, 
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car l'usure relative au glissement dans les jantes trapèzoïdales ne peut ètre 
supprimée: seuls les points de contact des surfaces des jantes appartenant aux 
cercles primitifs ne glissent pas l’un par rapport à l’autre. 

Exemple 5. Les pièces À et B (fig. 166) sont assemblées par un boulon. 
Le diamètre de l’orifice pour le boulon est légèrement (de 1 à2 mm) supérieur 
au diamètre du boulon. Le diamètre extérieur du filet du boulon est d —20 mm, 
le diamètre moyen du filet est dmoy = 18,4 mm, le pas du filet est s—2,5 mm, 
l’angle au sommet du profil du filet est 2B = 60°. Le boulon est serré à l’aide 
d'une clé avec la force P,—20 kg appliquée au manche de la clé à la dis- 
tance / —250 mm de l'axe du boulon. Le coefficient de frottement de glissement 
sur toutes les surfaces de frottement est f—0,2, le coefficient de frottement 
au repos est f,—=0,25. La résultante générale des forces de frottement élémen- 
taires sur la surface de contact de l’écrou 
et de la pièce À est supposée appliquée sur 
la circonférence de diamètre D — 30 mm. 

Déterminer 1) avec quelle force T diri- 
gee perpendiculairement à l'axe du boulon 
on peut déplacer les pièces À et B l’une 
par rapport à l’autre et 2) quelle force 
faut-il appliquer sur la clé en un point dis- 
tant de /{ de l’axe du boulon pendant le 
démontage de l'assemblage. 

Le déplacement des pièces À et B, 
l’une par rapport à l’autre, est gêné par 
la force de frottement de leurs surfaces de contact. La force de frottement 
qui s'oppose au déplacement est Qf, où Q est la force qui applique les pièces 
qui se trouvent entre l’écrou et la tête du boulon. En produisant une pression 
sur la pièce À, l’écrou serré avec une force égale à cette pression mais dirigée 
en sens inverse desserre le boulon. 

Le boulon est serré avec un moment M —20 kg-250 mm = 5 000 kgmm. 
À la fin du serrage, ce moment s’équilibre 1) avec le moment P:r, où P est 
la force sur le rayon moyen du filet hélicoïdal et r—le rayon moyen du filet 
et 2) avec le moment QfR de la force de frottement sur la surface de frotte- 
ment de l’écrou et de la pièce À, où R est le rayon moyen sur lequel agit la 
résultante générale des forces élémentaires de frottement. 

Par conséquent, 

18,4 30 


5 000=Pr+QfR=P—-=0Q":0,2 TT 
5 000—9,2P +3Q. 
P=Qte( +), 


5 000 = Q [9,2 te (À +p°) +3]. 


Pour le pas s—2,5 mm et le diamètre moyen du filet d,y=18,4 on a 


À _2:5_ 0,043 
tg —x.18,4  ” 


Puisque 


alors 


d'où 
À = 2°30”. 
Pour f—0,2 et pour l'angle 2B—60° au sommet du profil du filet, le 
coefficient de frottement fictif est 
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et l’angle de frottement fictif correspondant est 
"= arc tg 0,23 — 13 °00’. 
Par conséquent, 
tg (À +p')= tg (2°30° + 13°) — 0,277 ; 
5 000 = Q (9,2-0,277 +3) —5,55Q, 


Q = 5 000:5,55 — 900 kg. 
Four f,—=0,25, la force T est 
T = Qf, = 900-0,25= 225 kg. 
Pendant le démontage de l’assemblage, la force P, appliquée à la clé pour 
dévisser l'écrou à la distance {—250 mm de l’axe du boulon engendre le 
moment P,i qui surmonte la résistance 1) du moment P’r, où P’ est la force 


sur le rayon moyen 7 du filet et 2) du moment QfR sur la surface de con- 
tact de l’écrou et de la pièce À 
D'après la formule (10) 


d'où 


P'=Qtg(p,—à), 
où q,, l'angle de frottement fictif au repos, est égal à 


Fo 0,25 ne [e) ’ 
cop tg 0.866 — 16 10”. 


q arctgf,=arctg 


La valeur de la force P°’ est 
P"= 900 tg (16°10°—2°30") = 218,7 = 219 kg. 
Par conséquent, 
P1=P'r+QfR, c'est-à-dire 


P°,:250 = 219-9,2 + 900 -0,25-15—5 390 kgmm, 
d'où 
P° = 5390 :250 = 21,6 kg. 


Exemple 6. Déterminer la force avec laquelle il faut agir sur le levier 
d'un cric à la distance de 800 mm de l'axe de sa vis (fig. 167) pour soulever 
une charge pesant 2000 kg avec une vitesse constante, d’après les données 
suivantes : , 

1) le filet de la vis est trapèzoïdal dont l’angle au sommet du profil est 
26 = 30°, le diamètre extérieur d—50 mm, le diamètre moyen dn,4—46 mm, 
le pas s—8 mm; 

2) le coefficient de frottement entre la vis et l’écrou est f—0,12; | 

3) le coefficient de frottement entre la tête de la vis et la tête du cric 
qui ne tourne pas est f,—0,2; | | 

4) les diamètres de l’anneau en contact des têtes de la vis et du cric sont: 
diamètre extérieur D—80 mm, diamètre intérieur D,—40 mm. 

L'angle d’inclinaison À de l’hélice sur le diamètre moyen est 


G 8 


À = 3°10”’. 
Le coefficient fictif de frottement entre la vis et l’écrou est 
f 0,12 
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L'angle fictif de frottement est 
p’= arc tgf” — arc tg 0,124 — 7°05”. 


La force P’ qu'il faut appliquer sur le rayon moyen du filet hélicoïdal 
pour surmonter le poids de la charge Q et les forces de frottement du filet est 


= Q tg (À + op’) = 2 000 tg (3°10° + 7°05°) — 360 kg. 
Le moment M’ de la force P’ est 


, dmo : 6 
M'= P —— = 460 kg-—— cm — 828 kgcm. 
La force de frottement F entre les tètes de la vis et du cric est 
F=#f,"Q =0,2:2 000 = 400 kg 


(le poids insignifiant de la tète n’est pas pris en considération). Le bras de 
levier L de la résultante générale des forces élémentaires de frottement est 


D° + DD, + D* 2 
L=2. PRE 2. B+84+4 _;, cm. 
3 2(D+D,) 3  2(8+4) 
Le moment M” de la force F est 
M" = 400 kg-3,1 cm=— 1 240 kgcm. 
Le moment M nécessaire pour soulever la charge avec une vitesse cons- 
ane est : 
M = M'+ M" = 828 + 1 240 — 2 068 kgcm. 

La force P, qu'il faut appliquer au levier du cric est : 

P,=M:l=2068:80 = 25,85 = 26 kg. 


Exemple 7. Un arbre vertical B (fig. 168), se trouvant sous l’action de la 
force Q —400 kg, s'appuie, par l'intermédiaire d’une crapaudine IT circulaire 


LL D 


A 

CLEA, 
‘5 
KFSINNY 
CL) ALL, d 


He 
Fig. 167 Fig. 168 


montée sur l’arbre, sur un matelas Æ fixe du support de la crapaudine. La 
crapaudine est montée dans un arbre conique dont l'angle au sommet du cône 
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est 2y—=30°. Le nombre de tours par minute de l’arbre est ñn —300. Le coeffi- 
cient de frottement au repos à la surface de contact de la crapaudine et de 
l'arbre est f,=0,2; le coefficient de frottement de glissement entre la cra- 
paudine et le matelas est f —0,08. Les dimensions de la surface de contact sont 
indiquées sur la fig. 168. Déterminer la perte d'énergie due au frottement et 
expliquer s'il est possible que la rotation de l’arbre mette en rotation la 
crapaudine par sp Rest à l'arbre. 

La force de frottement à la surface de contact de la crapaudine et du 
matelas est 

Qf —400-0,08 = 32 kg. 


Le bras de levier R de la force de frottement est : 


_2 30430-10410, , | 


Le moment angulaire de frottement est : 
M = 32 kg-22 mm=—704 kgmm = 0,7 kgm. 
La vitesse angulaire de l'arbre est 
ren x-300 


O= ——= ———=3]1,4s"!, 


30 30 
La perte de puissance due au frottement est 
My0=0,7 kgm-31,4 s7!=— 21,98 = 22 kgmys. 


Le coefficient de frottement fictif au repos sur la surface de contact de 
la crapaudine et de l’arbre est : 


Fs = f, : sin y =0,2:sin 15° = 0,77. 


La force de frottement sur la surface de contact de la crapaudine et de 
l’arbre est 


Qf, = 400 kg-0,77 = 308 g. 


Pour une distribution uniforme des forces élémentaires de frottement sui- 
vant la hauteur de la surface de contact de la crapaudine et de l'arbre (ce 
qu'on peut supposer dans le cas où les surfaces des cônes tronqués pleins et 
vides sont usinées avec suffisamment de précision) on peut HpyseE que la 
résultante générale des forces élémentaires de frottement est appliquée à une 
distance égale de la grande et de la petite base de la surface conique de con- 
tact, c'est-à-dire si la hauteur de cette surface est égale à 20 mm pour une 
distance de 10 mm de la base inférieure. 

Le rayon des circonférences de la base inférieure est 25:2= 12,5 mm; 
à la hauteur de 10 mm de la base inférieure le rayon de la section transver- 


sale est : 
12,5— 10 tg 15° —9,9 mm. 
Le moment nécessaire pour que la crapaudine tourne par rapport à 
l'arbre est : 
, 308 kg-9,9 mm = 2999 kgmm = 3 kgm, 


et est supérieur de 3:0,7—4,3 fois au moment M}—0,7 kgm des forces de 
frottement sur la surface de contact de la crapaudine et du matelas. Par con- 
séquent, la possibilité de rotation de la crapaudine par rapport à l'arbre 
est exclue. 
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Exemple 8. Un corps flexible enveloppe trois cylindres fixes comme l'in- 
dique la fig. 169. On a suspendu à l'une des extrémités du corps flexible la 
charge Q,—100 kg. Déterminer la valeur de la charge Q, suspendue à l’autre 
extrémité du corps flexible pour que les deux charges soient immobiles. Le 
coefficient de ‘frottement entre le corps flexible et les cylindres est f —0,32. 


Fig. 169 


L'angle total d'enroulement du corps flexible avec tous les cylindres est 
égal à 34. En prenant l’exposant dans la formule d'Euler égal à f, —0,32-3n = 3, 
on obtient la condition pour que le mouvement vers le bas soit impossible 


charge Q,< Qc; 
»” Q: Les Qe°. 


Par conséquent, la valeur de la charge Q, doit se trouver entre les limites 


Sa < Q:< Que’. 


En prenant e°= 2,72 20, on trouve 5 kg & Q,< 2 000 kg. 


CHAPITRE VIII 


MOUVEMENT ET TRAVAIL DES MACHINES 


35. COEFFICIENT DE RENDEMENT 


L'énergie consommée par une machine est dépensée pour vaincre 
les résistances utiles et nuisibles. Les résistances surmontées par 
des machines qui sont destinées à cet effet s’appellent résistances 
utiles ; par exemple, la résistance d’un métal au cisaillement dans 
les machines, le poids d’une charge élevée par des appareils de 
levage, etc. Les résistances qui doivent être surmontées par une 
dépense d'énergie ne produisant aucun effet productif s'appellent 
résistances nuisibles; par exemple, la résistance du milieu dans 
lequel s'effectue le mouvement des pièces d’une machine (si la 
machine n’est pas destinée à mettre le milieu en mouvement), les 
forces de frottement. 

La machine est d'autant plus perfectionnée que la quantité 
consommée d'énergie, dépensée pour vaincre les résistances utiles, 
est plus grande. Le degré de perfectionnement de la machine est 
caractérisé par la relation 

n=e, 


où À, est le travail dépensé par la machine pour vaincre les 
résistances utiles ; 

À, le travail des forces motrices ou l'énergie consommée par 
la machine ; 

n le coefficient de rendement (c. r.). 

À l’aide du coefficient de rendement on peut non seulement 
évaluer le degré de perfectionnement de la machine, c'est-à-dire 
d'une construction mécanique, plus au moins complexe, mais aussi 
de toute autre installation mécanique simple, qui ne soit pas une 
machine capable d'emmagasiner ou de communiquer l'énergie, 
par exemple, la chauffe d'une chaudière à vapeur, dans laquelle 
l'énergie chimique du combustible se transforme en énergie calo- 
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rifique, le conduit à vapeur servant à transporter l'énergie d’un 
bout à l’autre, le plan incliné, etc. 

Pendant l'étude d’une machine ou d’une installation complexe 
composée de plusieurs machines ou de différentes autres parties 
dans lesquelles ont lieu des pertes d'énergie, il est toujours utile 
non seulement de définir le coefficient de rendement de la ma- 
chine ou de l'installation tout entière, mais aussi les coefficients 
de rendement de différentes parties. Par exemple, pour une ins- 
tallation, destinée à assurer l'éclairage de locaux et composée 
d'une station électrique, d’un réseau de fils électriques et de lam- 
pes à incandescence, non seulement le coefficient de rendement de 
l'installation entière est d’un grand intérèt, mais aussi, séparé- 
ment, les coefficients de rendement du moteur, du mécanisme qui 
transmet le mouvement de rotation du moteur au générateur 
d'énergie électrique, du générateur d'énergie électrique, du réseau 
des fils électriques véhiculant l'énergie de la station aux points 
de consommation et finalement les lampes à incandescence trans- 
formant l'énergie électrique en énergie lumineuse. 

Dans tous ces cas, quand l'énergie est véhiculée jusqu’à une 
partie de la machine ou une installation complexe, puis est suc- 
cessivement transmise d'une partie à l’autre et enfin sous une 
forme utilisable en pratique, à la dernière partie, alors le coeffi- 
cient de rendement de la machine ou de l'installation est globa- 
lement égal au produit des coefficients de rendement de différen- 
tes parties. On peut s’en convaincre facilement de la manière 
suivante. 

Si une installation est composée de x parties agissant de ma- 
ière que l'énergie soit transmise de chaque partie à la partie 
suivante et si n,, n., n,, ..- , n, sont les coefficients de rende- 
ment de différentes parties, alors la première partie de l’installa- 
tion exige le travail À, nécessaire à toute l'installation et la 
dernière, pour vaincre les résistances utiles, dépense le travail 
A, dépensé par toute l’installation. 

En désignant par À,, À., À,, ... , À, le travail effectué par 
les différentes parties de l'installation on a 


À À À À 
Me Do ge Meg eee Me: 


ni 


En multipliant les premiers membres et les seconds membres 
entre eux, on a après simplification 


Au 
UT UPT UFT Sn à M3 1" 


m 


où n est le coelficient de rendement de l'installation entière. 
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Les pertes d'énergie mécanique, dans différents genres d’instal- 
lations, sont principalement dues au frottement. Montrons dans 
des cas simples, l'influence des forces de frottement sur la valeur 
du coefficient de rendement. 


A. Coefficient de rendement d’un plan incliné 


Si un corps de poids Q (fig. 170) est animé d'un mouvement 
ascensionnel sur un plan incliné d'angle À avec l'horizontale, 
sous l’action d’une force P dirigée parallèlement au plan incliné, 
alors le travail de la force motrice est égal à Ps, et la force 
utile engendrée par la force P est égale à Qh, où s est le chemin 
parcouru par la force P dans le sens du mou- 
vement et À la hauteur d'ascension du corps. 
D'où 

h 
Na = ë . 


En déplaçant le corps, la force P doit 
Fig. 170 surmonter la résistance de deux forces: la 

composante QsinA de la force Q dans la 
direction parallèle au plan incliné et la force de frottement 
fQ cos À de la composante excitatrice Q cosA de la force Q dans 
la direction perpendiculaire au plan incliné. Donc, 

P=Q sinA+fQ cos À, 
mais comme h=ssin À, alors 

_Qh_ Qs sin À … sin à 
Ma Ps Qs(sinr+fcosi) sin À +fcos À ” 

En remplaçant le coefficient de frottement par la tangente de 
l'angle de frottement on trouve, pendant le mouvement ascen- 
sionnel sur le plan incliné, pour le coefficient de rendement 

…. sin À __ sin À cos 
Me — Sin Ài+tgpcosÀ sin(Ài+o)”° 

Pendant le mouvement du corps vers le bas, la force motrice 
n'est autre que la force Q qui s'oppose à la force P. Donc, le 
coefficient de rendement pendant le mouvement vers le bas est 

. PS 
Mu = Qh ; 

Dans ce cas P= Q sin À—fQ cos. En prenant ceci en consi- 
dération et en substituant À par ssin À et f par tgæon a 
_ Sin A—fcos 2? _ sin (À —) 


CE sin à ” sin À cos p ° 
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Sur le plan d’autofreinage, pendant le mouvement vers le bas, 
on a à la limite À—®, donc n,,—=0, ce à quoi il fallait s’atten- 
dre. 

Sur le plan d'autofreinage, pendant le mouvement ascensionnel 
pour À —6®p, c'est-à-dire dans le meilleur des cas 


—SnAcosz 65 
MU sin2x 


Pendant le mouvement ascensionnel d'une charge sur un plan 
incliné, le plan d’autofreinage a un rôle très utile puisque pen- 
dant les interruptions entre les actions de la force mobile on 
n'a besoin d'aucun dispositif pour retenir la 
charge sur le plan incliné. Cependant, comme 
le prouve le résultat qu'on vient d'obtenir, 
cette propriété du plan d’autofreinage est 
vouée à trop d'effort. Cette remarque con- 
cerne aussi toutes sortes d'appareils de levage 
manuel avec commande d’autofreinage (par 
exemple, vis sans fin). 

Pendant le mouvement ascensionnel d’une Fig. 171 
charge sur un plan incliné, la direction la 
plus avantageuse de la force motrice est celle qui est parallèle au 
plan incliné. Ayant en vue le coefficient de rendement de la vis et 
en considérant le plan incliné comme le développement d'une 
surface hélicoïdale, nous devons (voir page 118) diriger la force 
P parallèlement à l'horizontale (fig. 171). 

Dans ce cas, on a pour le mouvement ascensionnel 


/ 
= a: 
P=Qtg(i+op): h=stgà; 


___ tgà 
MT ea rp 


et pour le mouvement vers le bas 


__Ps, 
Me — Qh? 
P=Qtg(i—p), h=stg}; 
_ tr) 
NMeu = OA . 
Pour À=œ (début de l’autofreinage) 


12 Ban. À. 3nuonseu 
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c'est-à-dire le coefficient de rendement de la surface hélicoïdale 
est constamment inférieure à 0,5. 

Déterminons la valeur maximale du coefficient de rendement 
pour un angle de frottement donné. 

En différentiant l’équation 


___  tgà 
NT Te QG +0) 
on trouve 
tg (A+) — gi — 
teA+@ditgi—tgidtg (A+) _ I cos? (À +ç) 


A 18 + 9) TUE 
tgOA +) ter 

dn cos? Le 7 cost(À +) p) __ ctg(à +) tgA . 

cos? À Sin*(À + @) ” 


on trouve en annulant la dérivée 


ctr (A+ op) ___tgA 
CostÀ  sin?(À +@) ‘ 


On a en résolvant cette équation 
sin 2 (À + ®) = sin 21 ; 
sin 2 (À +@)= sin (180° — 2i) ; 
2 (À + p) = 180° — 2 ; 


A=45-?, 


En substituant cette valeur de À dans l'équation initiale on a 


L'’angle À de l’inclinaison de l’hélice pour lequel le coefficient 
de rendement est maximum dans les vis qui transmettent le 
mouvement, ne convient pas vu certaines considérations exposées 
dans le cours de pièces de machines; c'est pourquoi dans la 
transmission à engrenage à vis sans fin, l’angle À doit être pris 
le plus petit possible. Cependant cela n’entraîne pas une diminu- 
tion sensible du coefficient de rendement par rapport à la valeur 
maximale possible. Si les engrenages de la roue à vis sans fin 
sont lubrifiés correctement, ce qui d’ailleurs est toujours assuré 
dans les transmissions rapides, le coefficient de rendement de 
l’engrenage varie entre les limites 0,02--0,04; si on prend 
F= 0,03 et, par conséquent, l’angle de frottement @= 1°34”, alors 
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pour différents À les valeurs du coefficient de rendement défini 
par l'équation 
= Er. 
AT GLG +0 


sont les suivantes 
ÀA= 20° 25° 30° 35° 40° 45° 
n—=0,914 0,927 0,934 0,939 0,941 0,942 


On voit, d’après ces données, que, même pour une forte varia- 
tion de l'angle À, le coefficient de rendement de l'engrenage 
diminue très peu. 


B. Coefficient de rendement des mécanismes articulés 


La détermination du coefficient de rendement d’un mécanisme 
articulé se ramène au calcul des puissances dépensées pour vaincre 
la force de frottement dans les articulations (couples de rotation). 

Si la réaction dans une articulation est égale à Q, alors la 
force de frottement est égale à-F—fQ et le moment de la force 
de frottement pour un tourillon de diamètre d est égal à 


M,=iQ5 . 


Si la vitesse angulaire d’un des chaînons appartenant au couple 
de rotation par rapport à un autre est égale à w,., alors la puissance 
de la force de frottement est 


N — M;@e1. 


Par conséquent, pour déterminergla puissance dissipée dans 
l'articulation par la force de frottement, il faut connaître la réac- 
tion en cette articulation, le coefficient de frottement, le diamètre 
du tourillon et la vitesse angulaire relative. 

La détermination des réactions dans les articulations se fait 
à l’aide du calcul cinématico-statique du mécanisme. Les vitesses 
relatives peuvent être déterminées d’après le plan des vitesses. 

On a donné, sur la fig. 172a, le schéma d’un mécanisme 
articulé à quatre chaînons et sur la fig. 172, le plan des vitesses 
correspondant à ce mécanisme. 

On a à l'articulation À 

= Po 
1 I, 


où w, est la vitesse angulaire du chaînon AB: 
l, la longueur du chaînon AB; 
u, l'échelle du plan des vitesses. 


129 
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En passant à l'articulation B et en utilisant le plan des vitesses 
on peut établir que: 


1) la direction du vecteur ba indique que le poin! À et, par 
conséquent, tout le chaînon AB par rapport au point B, est en 
rotation (pour l'instant correspondant à la position des chaînons 
représentée sur la fig. 172) dans le sens des aiguilles d’une montre ; 

2) le point C du chaïînon BC et, par conséquent, le chaînon 
BC entier par rapport au point B est en rotation dans le sens 


indiqué par le vecteur bc, c'est-à-dire en sens inverse des aiguil- 
les d’une montre. 


c 
Gp 


L)) à 
Fig. 172 


Par conséquent, l’élément du couple cinématique B, rigidement 
lié au chaînon AB, est en mouvement de rotation par rapport 
à un autre élément du même couple rigidement lié au chaînon 
BC avec une vitesse angulaire «w, égale à la somme des vitesses 
angulaires des chaînons AB et BC, c'est-à-dire 

/b 
W,=Q, + @, = | +) LL, 
où w, et w, sont respectivement les vitesses angulaires des chaïi- 
nons AB et BC; 
l[, la longueur du chaînon BC. 
Le point B est en rotation par rapport au point C dans le sens 


du vecteur cb, par conséquent, le chaînon BC est en rotation par 
rapport au point C dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. 
Le point D, par rapport au point C, est en rotation dans le sens 


du vecteur cd, par conséquent, le chaînon CD est en rotation, par 
rapport au point C, dans le sens des aiguilles d'une montre. 
Donc, l’élément du couple cinématique C, rigidement lié au chaï- 
non BC par rapport à un autre élément lui aussi rigidement lié 
au chaînon CD, est en rotation avec une vitesse angulaire w, égale 
à la somme des vitesses angulaires des chaînons BC et CD, 
c'est-à-dire ” 


da, +u,= (+). 


où w, est la vitesse angulaire du chaînon CD; 
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l, la longueur du chaînon CD. 

Etant donné que le chaïnon AB est fixe, l'élément cinématique 
du couple D, lié au chaînon CD par rapport à l'élément lié au 
chaînon AD, est en rotation avec une vitesse angulaire w, égale 
à la vitesse angulaire du chaînon CD, c'est-à-dire 


…: __ cd 
Var se np he: 


Après avoir déte’miné, comme on l'a indiqué plus haut, la 
puissance dépensée pour vaincre 'a force de frottement dans les 
articulations pour différentes positions du mécanisme, on peut 
construire par points la courbe W,=f(p), où æ est l'angle de 
rotation de la manivelle. 

Après avoir déterminé la valeur moyenne de l'ordonnée de 
cette courbe, qui exprime la puissance moyenne pour un cycle 
(N moy dépensée pour vaincre la force de frottement. on trouve 
que le coefficient de rendement est égal à 


N— (CV Pmoy 
Le RE 


où NV est la puissance consommée par le mécanisme. 

Il est évident que l'on doit déterminer le coefficient de rende- 
ment seulement pour la période d'un mouvement en régime 
régulier. 

De la même manière, on peut déterminer le coefficient de 
rendement des mécanisines comprenant en plus des couples de 
rotation, des couples de translation et des couples supérieurs. 

. Parfois les installations mécaniques, en consommant l'énergie 
mécanique et en accomplissant leurs désignations, n'arrivent pas à 
vaincre aucune résistance utile, dépensant ainsi toute l’énergic con- 
sommée pour surmonter les résistances nuisibles. Par exemple, la force 
employée dans une installation de transport en déplaçant la charge 
sur une certaine distance dans la direction horizontale fournit un 
travail nécessaire, donc un travail utile qui cependant ne peut 
être exprimé par une grandeur différente de zéro, puisque pendant 
toute la durée du déplacement de la charge seules les résistances 
nuisibles sont surmontées ; la force motrice appliquée à un méca- 
nisme de minuterie, c’est-à-dire le poids des haltères ou la pression 
du ressort remonté, effectue un travail nécessaire et, par conséquent, 
un travail utile en déplaçant les aiguilles, mais ne surmonte 
aucune résistance utile. 

Il découle de ce qui vient d’être exposé, que le terme «travail 
utile» a une signification conventionnelle et que le coefficient de 
rendement peut évaluer le degré de perfectionnement seulement 
des installations destinées soit à transformer l'énergie d'un aspect 
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à un autre soit à véhiculer l'énergie d’un point à un autre. 
Exemple de mécanisme destiné à transformer l'énergie d’un type 
en un autre: moteur à combustion interne où l'énergie chimique 
du carburant est transformée d’abord en énergie calorifique, puis 
en énergie mécanique; génératrice de courant électrique transfor- 
mant l'énergie mécanique en énergie électrique ; moteur électrique 
transformant l'énergie électrique en énergie mécanique. 

Exemples de mécanismes véhiculant l’énergie d’un point à un 
autre : conduite de vapeur, fils électriques, arbre à deux poulies 
en rotation sur des paliers, etc. 

Les mécanismes de transport déplaçant des charges dans la 
direction horizontale ainsi que toute la diversité des instruments 
ne dépensent pas d'énergie pour surmonter les résistances utiles. 
Le degré de perfectionnement de ces mécanismes peut être évalué 
à l’aide de différentes caractéristiques, mais non par le coefficient 
de rendement, qui, pour ces mécanismes, est égal à zéro ou est 
très voisin de zéro. 


36. EQUATION DU MOUVEMENT DES MACHINES 


Pendant le fonctionnement d’une machine tous ses points liés 
aux parties mobiles de la machine sont en mouvement sur des trajec- 
toires fermées avec des vitesses et des accélérations différentes 
pour différentes positions. Quand la machine se trouve en régime 
régulier, les vitesses et les accélérations de tous les points, après 
des intervalles de temps donnés, répètent leurs valeurs en grandeur 
et en direction. Par exemple, pendant la rotation de la manivelle 
à une vitesse angulaire uniforme, la machine est mise au régime 
régulier parce que les vitesses et les accélérations de tous les 
points des chaînons varient d’après des lois données pour la durée 
de chaque tour de la manivelle. La durée du cycle pendant lequel 
les vitesses et les accélérations varient suivant des lois données 
peut être aussi plus grande que les intervalles de temps pendant 
lesquels la manivelle accomplit un tour : la manivelle peut tourner 
aussi avec une vitesse angulaire non uniforme variant suivant une 
loi donnée pendant deux tours ou plus. 

Le fonctionnement d’une machine dès l'instant d'embrayage 
jusqu’à l'instant de débrayage peut être divisé en trois périodes : 
la période d'embrayage, la période du mouvement en régime per- 
manent et la période de débrayage. 

Pendant la période d'embrayage le travail À, des forces motri- 
ces consommé par la machine est dépensé pour surmonter les 
résistances utiles et nuisibles et pour communiquer aux points 
mobiles l’énergie cinétique. L’équation du mouvement de la machine 
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se rapportant à un intervalle quelconque (par exemple, pendant 
le temps nécessaire à la manivelle pour accomplir un tour) de 
cette période est de la forme 


AA HE ST). 


où À, est le travail des résistances utiles et nuisibles : 
m la masse d’un point matériel du chaînon mobile; 
uv et v, sont respectivement les vitesses d'un point matériel 
à la fin et au début de l'intervalle de temps considéré ; 
mu? : are : A k 
25 l'énergie cinétique de tous les points matériels des chaï- 
nons mobiles à la fin de l'intervalle de temps; 


è 
De l'énergie cinétique de tous les points matériels des chaïi- 


nons mobiles au début de l'intervalle de temps. 

Pendant la période d'embrayage le mouvement de la machine 
n'est pas encore établi. 

Pendant la période du mouvement, la vitesse de chaque point 
matériel à la fin du cycle est égale à la vitesse du début du cycle 
suivant, puisque la fin du cycle précédent coïncide avec le début 
du cycle suivant. Donc, le terme entre parenthèses du second 
membre de l’équation donnée ci-dessus est égal à zéro et l'équation 
pour la période du mouvement établi prend la forme 


A,=A.. 


Ceci signifie que pendant la période du mouvement, le travail 
des forces mobiles est dépensé pour surmonter les résistances utiles 
et nuisibles. 

La péricde de débrayage commence pour À, < À,, en parti- 
culier dès l'interruption du travail des forces mobiles. Pour 
A, =0 le mouvement se prolonge un certain temps au dépens de 
l'énergie cinétique accumulée par la partie mobile de la machine. 
Or, comme les vitesses de tous ses points diminuent graduellement, 
le terme entre parenthèses dans l’équation donnée ci-dessus devient 
négatif. En le faisant passer dans le premier membre de l’équation, 
on trouve que l'équation du mouvement, correspondant à cette 
période, est de la forme 


Cela veut dire que pendant la période de débrayage l'énergie 
cinétique des parties mobiles de la machine est absorbée par le 
travail des résistances utiles et nuisibles. 
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Les équations données ci-dessus sont souvent incommodes pour 
résoudre les problèmes pratiques étant donné que les forces agissan- 
tes sont appliquées aux différents chaînons qui ont des masses 
différentes. Pour simplifier les problèmes dépendant de la résolution 
des équations données plus haut, on applique les méthodes de 
réduction de toutes les forces et de toutes les masses à un chaînon 
unique. Après cette réduction l'étude dynamique de la machine 
se ramène à l'étude d'un seul chaînon dit chaînon de réduction. 


37. RÉDUCTION DES FORCES 


L'action mutuelle de toutes les forces appliquées aux différents 
chaïînons d'un mécanisme définit la puissance qui doit à chaque 
instant être communiquée de l'extérieur au chaînon menant afin 
que son mouvement puisse s'accomplir suivant la loi donnée. Si 
les intensités, les directions et les points d'application des forces 
agissant sur les différents chaînons sonf connus, le problème de la 
détermination de la puissance qui doit être transmise au chaînon 
menant peut être alors résolu puisque les vitesses des points 
d'application des forces nécessaires pour la détermination des puis- 
sances peuvent être trouvées à l’aide du plan des vitesses. Pour 
résoudre ce problème, toutes les forces agissant sur le mécanisme 
sont remplacées par une seule force appliquée au chaînon menant 
et dont la puissance est égale à la somme des puissances des forces 
agissant sur les différents chaînons. 

Cette force s'appelle force de réduction. 

L'intensité de la force de réduction se calcule en se donnant sa 
direction et son point d’application. Le point d'application de la 
force de réduction s'appelle point de réduction. 

Le problème relatif à la détermination de la force de réduc- 
tion se résout très simplement en utilisant le théorème sur Îles 
leviers de N. Joukovsky. 

Théorème de N. Joukovskv. La somme des moments 
de toutes les forces (y compris la force d'inertie) agissant sur Îles 
chaînons d’un mécanisme après avoir été déplacées parallèlement 
à elles-mêmes en des points homologues du plan des vitesses ayant 
subi une rotation de 90° par rapport au pôle, est égale à zéro. 

La démonstration de ce théorème s’appuie sur le principe des 
déplacements virtuels selon lequel la somme des travaux élémen- 
taires de toutes les forces. agissant sur un système de forces 
(y compris les forces d'inertie) pour des déplacements virtuels du 
système, est égale à zéro. 

Pour un mécanisme dont les mouvements des chaînons sont 
définis par les moments de son chaînon menant, l'expression 
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mathématique de ce principe se met sous la forme 
P, ds, cos a, + P, ds, cos a. + ...+P, ds,cosa,, = 0 


ou sous forme contractée 
n 
2 P;ds;cosa,=0, 


où P,sont les forces ; 

ds; les déplacements infiniment petits des points d’application 
des forces ; 

æ; les angles formés par les forces et les directions des dépla- 
cements des points d’application des forces. 


ES 


Fig. 173 


En divisant les deux membres de l’équation par l'intervalle 
de temps infiniment petit df, pendant lequel les déplacements ont 
lieu, on trouve 


n n 

ds; . 2: . 
SP; Te COSA,= S'Py;cosa,=S N;=0, 
L) 1 


où vw; sont les vitesses des points d'application des forces P;: 
u,cosa, les projections des vitesses de ces mêmes points sur 
les lignes d'action des forces P,; 
N ; les puissances des forces P 
On a donné sur les fig. 173a et 173b le schéma du chaînon 


BC avec le vecteur-force P, appliqué au point / et le plan des 
vitesses du chaînon qui a subi une rotation de 90° et le vecteur- 


force P déplacé parallèlement à lui au point à: du plan. 
En utilisant le plan des vitesses qui a subi une rotation, la 
puissance de la force P, peut s'exprimer de la manière suivante: 


N,=Pju;cosa,=—P;(pilu,cosa,=P;h;n., 


où hk, est la perpendiculaire abaissée du pôle p sur la ligne 
d'action de la fôrce P,; 
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u, l'échelle du L_plan des vitesses. 


L'angle entre pi et hj est a, puisque pilov, eth,|P; 
Puisque l’égalité obtenue di- -dessus est vraie pour toutes les 
forces P,, alors 


2N,=2Phyu=h 2Ph;=0, 


mais puisque u,=<0, alors 


2P;h;=0, 


ce qu'il fallait démontrer. 

À l’aide du théorème de Joukovsky, on peut aisément définir 
la force qui doit être appliquée à un point donné du chaînon 
menant et portée par une ligne d'action donnée pour équilibrer 
toutes les forces agissant sur les différents chaînons du mécanisme. 


Fig. 174 


Ce problème se ramène à la détermination du moment qui équi- 
libre les moments des forces appliquées sur la barre à l’aide des- 
quels, d’après le théorème de Joukovsky, on peut étudier le plan 
des vitesses qui a subi une rotation. 

Expliquons-le sur un exemple. 

Supposons que les forces P, et P, appliquées aux points E et F 
agissent sur les chaînons BC ‘et CD du mécanisme représenté sur 
la fig. 174a. Pour déterminer des résultantes genérales on a tenu 
compte des forces d'inertie. Déterminer la force P, qu'il faut 
appliquer au point B perpendiculairement au chaînon menant AB 
pour que dans la position du mécanisme représentée sur la 
fig. 174 a elle équilibre les forces P, et P,. Le chaînon AB est 
en rotation dans le sens des aiguilles d’une montre avec une 
vitesse angulaire inconnue. L’échelle du plan du mécanisme est 
inconnue. 
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Construisons le plan des vitesses par rapport à une échelle 
arbitraire, qui pratiquement est impossible à déterminer, car ni 
la vitesse angulaire du chaînon AB ni sa longueur ne sont don- 


nées. Menons sur le plan des vitesses (fig. 174 b) les vecteurs pe 


et pf représentant respectivement les vitesses v. et v. 
En faisant subir une rotation de 90° (fig. 175) au plan des 
vitesses, nous déplaçons parallèlement à eux-mêmes les vecteurs- 


force P, et P, aux points E et F du plan 
du mécanisme. Abaissons respectivement du 
pôle p les perpendiculaires k, et h, aux 
lignes d'action des forces P, et P.. 
D’après le théorème de Joukovsky, on 
assimile le plan des vitesses qui a subi une 
rotation à une barre de couples P,h. et P.h, 
et en tenant compte que, par hypothèse, la 4 
force inconnue P doit être appliquée au Fig. 175 
point B du mécanisme perpendiculairement 
au chaînon AB et, par conséquent, au point B du plan tourné 


des vitesses perpendiculairement à pb, l’équation des moments 
prend la forme suivante: 


P(pb)=P.h,+P,h,, 
d’où la grandeur qui équilibre les forces est 


p— Past Pshs 
pb 


Sur la fig. 175, la force qui s’équilibre avec P doit engendrer 
un couple faisant pivoter le plan des vitesses qui a subi une rota- 
tion dans le sens des aiguilles d’une montre, tandis que la force 
réduite P,, égale en intensité et orientée en sens contraire, le fait 
tourner en sens contraire des aiguilles d’une montre. 

Il découle de ce qui a été expose que: 1) pour déterminer la 
force de réduction. il n'est pas du tout nécessaire de prendre en 
considération les dimensions des chaînons, mais il faut connaître 
seulement leurs longueurs relatives et leur disposition réciproque 
et 2) le plan des vitesses peut être construit par rapport à une 
échelle arbitraire, puisque ce ne sont pas les longueurs des perpen- 
diculaires A, dépendant de l’échelle du plan, qui entrent dans 
l’expression de la force P, mais leurs rapports au bras de levier 
de la force P; de plus, ces rapports ne dépendent pas des échelles. 

Pendant la détermination de l'intensité de la force P, nous 
avons déplacé seulement, sur le plan des vitesses qui a subi une 
rotation, les forces actives P, et P,, tandis que les réactions dans 
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les couples cinématiques n’ont pas été déplacées. Tout ceci pour 
ne pas avoir à reporter jusqu'au pôle du plan des vitesses, qui a 
subi une rotation, les réactions dans les couples À et D. D'où on 
aurait que les moments de ces forces sont nuls. Quant aux réac- 
tions dans les couples B et C, c’est de chacun de ces couples 
qu'on aurait dû déplacer en un même point du plan tourné des 
vitesses deux forces égales, mais dirigées en sens inverses l’une 
par rapport à l’autre: l’une d'elles agissant sur un chaînon du 
couple et l’autre, sur un autre obtenu de manière que la somme 
des moments de ces forces soit égale à zéro. 

Si les dimensions des chaînons du mécanisme sont données, 
alors, d’après l'intensité, la direction et le point d'application de 
la force de réduction, on peut déterminer le moment équilibrant 
engendré par le moteur, et si la vitesse angulaire du chaînon 
menant est connue, il est aussi possible de déterminer la puis- 
sance instantanée du moteur. En déterminant les puissances instan- 
tanées du moteur pour différentes positions du chaînon menant el 
en construisant le diagramme. on peut definir la puissance moyenne 
d'un moteur pour un tour du chaînon menant ou pour un cycle. 
si le cycle dépasse la durée d’un tour. La puissance moyenne du 
moteur ainsi déterminée est la puissance dépensée pour surmonter 
les résistances utiles. Pour calculer la puissance totale, il faut 
ajouter à la puissance dépensée pour surmonter les résistances 
utiles la puissance dépensée pour vaincre la force de frottement 
dans les couples cinématiques. 

Il faut avoir en vue que la force de réduction est une force 
conventionnelle. Puisqu'’il en est ainsi, alors, pendant son action, 
la puissance du mécanisme est égale à la puissance de toutes les 
forces appliquées au mécanisme ; et comme l'intensité de la force 
de réduction est déterminée non seulement par les forces agissant 
sur le mécanisme, mais aussi par son point d'application et sa 
ligne d’action, alors on ne peut utiliser l’intensité de la force de 
réduction que dans les problèmes de dynamique des mécanismes 
liés à la détermination des puissances ou du travail. Par exemple, 
il est erroné, en partant de l'intensité, du point d'application et 
de la direction de la force de réduction, de déterminer les réac- 
tions dans les couples cinématiques ou de faire des calculs sur Îla 
résistance du chaînon sur lequel est appliquée la force de réduction. 


Exemple. Déterminer, pour le mécanisme représenté sur la fig. 124 a 
l'intensité et la direction de la force de réduction au point B dont la ligne 
d'action est perpendiculaire au chaînon 4B. 

En prolongeant sur la fig. 124 a les lignes d'action des forces P. et P, 
jusqu’à leur intersection avec les chaïnons BC et DE, nous fixons les points 
auxquels ces forces sont appliquées sur les chaînons. La force P, est appli- 
quée au point qui coïncide avec le centre de roulement K;, la force P, est 
appliquée au point C. Sur la fig. 176a on donne le mécanisme représenté 
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sur la fig. 124 a et les forces P.,, P,, P, et P, appliquées respectivement aux 
points W., C,. NV, et N.. La force P, est dirigée suivant le chaînon 4B. 

Sur la fig. 176 b, on a donné la copie exacte du plan des vitesses qui a 
été donné sur la fig. 124 b. 

Après avoir déterminé la position des points n., n, et n, sur le plan des 
vitesses et après avoir conservé le plan des vitesses sous la forme donnée à 


la fig. 124 b, nous déplaçons en ces points les vecteurs-force P.. P, et Ps, 
tandis que le vecteur-force P, est déplacé jusqu'au point c parallèlement à 


Fig. 176 


lui-même après les avoir préalablement fait tourner de 90° dans le sens 
inverse des aiguilles d’une montre. 
Après avoir mené les bras de levier k,, h, et h, des forces P.,, P,et P,, 
l'équation, par rapport au point P, est donnée sous la forme : 
Piqu Pb = Pah:+ Pspc — Ph; — Ph, 


équ 


où Psqui eSt l'intensité de la force appliquée au point b équilibrant les 
actions des quatre autres forces. 
Les intensités des forces (voir p. 137) sont: P,=18 kg; P;=17,5 kg; 


P,=15,6 kg; P,=7 kg. 
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Les longueurs des bras de levier sont: h,—17 mm; pc—39 mm; 
h,=4,5 mm; h,=17 mm; pb=39 mm. 


On a, en substituant les valeurs numériques P,,,,-39 mm — 18 kgX 
X17mm<+17,5 kg-39 mm—15,6 kg-4,5 mm—7 kg-17 mm, d’où Pequi = 
= 20,4 kg. 


Le moment résultant des forces P,, P, et P, tend à faire tourner le plan 
des vitesses autour du pôle p en sens inverse des aiguilles d’une montre parce 
que la force P appliquée au point b et dirigée perpendiculairement à pb doit 
créer un moment qui fera tourner le plan des vitesses dans le sens des 
aiguilles d’une montre. Par conséquent, Pau doit être dirigée du point b 


vers le bas et à droite, tandis que la force inconnue P,,, du point b vers 
le haut et à gauche. 

Ayant fait subir une rotation de 90° à toutes les forces dans le sens des 
aiguilles d’une montre et les ayant déplacées parallèlement à elles-mêmes 
jusqu'à leurs points d'application dans les chaînons du mécanisme, nous 
obtenons ces forces ainsi que la force inconnue P,, sous la forme donnée sur 


la fig. 1764. 
Les forces P,, P,, et P,, n’ont pas été prises en considération, puisque les 


deux dernières auraient dues être appliquées au pôle p, tandis que le vecteur- 


force P,. après la rotation de 90°, aurait dû étre dirigé suivant la droite pb 
et, par suite, il n’aurait pu créer un couple par rapport au point p également. 


38. MASSES DE RÉDUCTION 


De même que pour les forces agissant sur un mécanisme, Îles 
masses de tous les chaînons peuvent être réduites en un point 
donné d’un chaïnon donné. Il est préférable que toutes les forces 
et toutes les masses soient concentrées en un même point d’un 
chaînon, ce qui d’ailleurs se fait toujours. 

On appelle masse de réduction une masse convention- 
nellement concentrée en un point du mécanisme dont l'énergie 
cinétique serait égale à la somme des énergies cinétiques des 
masses de tous les chaînons du mécanisme. Le point en lequel 
on suppose que toute la masse réduite est concentrée s'appelle 
point de réduction. Le chaînon contenant le point de 
réduction s'appelle chaînon de réduction. 

Le procédé qui permet de déterminer son intensité découle de 
la définition même de la masse de réduction: il faut additionner 
les énergies cinétiques de tous les chaînons et diviser la somme 
cbtenue par la moitie du carré de la vitesse du point de réduction. 
Si T,, T,, T,..., T, sont les énergies cinétiques du chaînon, 
m£k la masse réduite, v, la vitesse du point de réduction, alors 


T,+T,+Ts+... LT 


MR dE 2 
0,5 U'R 


Pour calculer la valeur de la masse de réduction, il faut 
connaître : 1) les longueurs / des chaînons du mécanisme; 2) les 
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masses m des chaînons; 3) les moments d'inertie / des chaînons 
par rapport aux axes qui passent par les centres de gravité et 
4) les positions des centres de gravité S. Les intensités et les 
directions des vitesses angulaires des chaînons sont sans importance. 

Déterminons la grandeur de la masse de réduction concentrée 
au point B du mécanisme représenté sur la fig. 177a. Nous sup- 
poserons que nous sommes en possession des données indiquées 
précédemment. Les indices inférieurs désignent les numéros des 
chaînons auxquels se rapporte telle ou telle grandeur. Les numéros 
des chaînons sont indiqués sur la fig. 177 a. 


ô) b 


Fig. 177 


Construisons le plan des vitesses par rapport à une échelle 
arbitraire en supposant que la vitesse angulaire w a le sens des 
aiguilles d’une montre (fig. 177b). Pour résoudre le problème 
posé, le sens de la vitesse angulaire w, ne peut pas avoir d’in- 
fluence, puisque les longueurs des vecteurs des plans des vitesses 
construits pour différents sens des vitesses angulaires ©, sont 
identiques, tandis que les sens de tous les vecteurs d’un même 
plan seront inverses à ceux des vecteurs homologues d'un autre 
plan. Les directions des vitesses linéaires et angulaires, pendant 
la détermination des valeurs cinétiques, n'ont pas d’importance 


puisque dans les expressions T- et JT participent les carrés des 


vitesses. 
L'énergie cinétique du chaînon ! est 


®, 
T,=dis ’ 


où J, est le moment d'inertie par rapport à l’axe de rotation A. 
Or, comme 
Ja=dirmls,, 
donc 
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Le chaînon 3 ainsi que le chaînon / sont animés d’un mou- 
vement de rotation, donc on obtient d’une manière semblable 


2 
0 2 


Fr=i 9 tm À 


Le mouvement composé du chaînon 2 peut être décomposé en 
mouvement de translation avec le centre de gravité S, et en 
mouvement de rotation autour de ce point. En décomposant le 
mouvement du chaînon 2 en ces deux mouvements, on a 


T,=m, Le pe 


La masse de réduction concentrée au B est égale à 


; 0), 
CT, +Ta+Ts (+ mis) T+ 


w? 
ue +miès) + 
0,5 v, En 0,5 vE . 


Fr 


En substituant 


b 
Up = (pb) Hs, Us, = (Ps,) Hu) D, =. 


bc pc 
o, 7, Ho D, — 1, Mo 


où u, est l'échelle inconnue du plan des vitesses, on ramene les 
équations obtenues ci-dessus à la forme 


J+mlis, (Se J: () J+ml5s (&) 
ET Fe) + lier 


Les vitesses angulaires des chaînons et l’échelle du plan des 
vitesses ne participent pas dans l’expression de la masse de ré- 
duction. Les facteurs de trois derniers termes du second membre 
contiennent les rapports des longueurs des vecteurs du plan des 
vitesses, mais non les longueurs absolues de ces vecteurs. Donc 
le plan des vitesses peut être construit par rapport à une échelle 
arbitraire. 

La valeur du moment d'inertie de réduction J, est égale à 


J,=m,l. 


Exemple 1. Déterminer pour le mécanisme représenté sur la fig. 124a, 
d'après les données indiquécs à la page 133, la masse de réduction concentrée au 
point B des chainons BC, DE, EF et du coulisseau. 

Dèterminons les énergies cinétiques des chaïnons. 

Le mouvement composé du chaînon BC (chaînon n°2) peut être considéré 
comme la composition d’un mouvement de translation avec le centre de 
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gravité S, et d'un mouvement de rotation autour de ce point. Conformément à 
ceci on trouve 


L'énergie cinétique du coulisseau (chaînon n°3) animé du mouvement de 
rotation est égale à 


v° 
T,=Mm;, FT - 


Le mouvement composé du chaînon DE (chaînon n°4) peut ètre décomposé 
en mouvement de translation avec le centre de gravité S, et en mouvement 
de rotation autour de ce point. Donc, 


v? wo° 
Ti= mi Fi 


Le moment d'inertie JkF du chaînon EF (chainen n°5) animé d'un 
mouvement de rotation est égal à 


JEF = ds + Mslrs. » 


L'énergie cinétique du chaînon EF est égale à 


[0] 
Ts = (J5+ Mslps.) 5 . 


L'énergie cinétique des quatre chaînons est égale à 


nr mavs, +05 +m0e + man + Soi + (JS +mslrs,) où 
EE PE ° 


Les moments d'inertie, par rapport aux axes qui passent par les centres 
de gravité, sont donnés à la page 132, les masses des chaînons à la page 137. 
Pour déterminer les vitesses des centres de gravité, on a recours à la cons- 
truction du plan des vitesses donnée sur la fig. 124 b et dont la copie est 
donnée à la fig. 178. Ayant déterminé les positions des points s,, s, et s, en 
menant les vecteurs ps,, ps, et ps, et après avoir mesuré la longueur de ces 
vecteurs ainsi que celle du vecteur pc, nous trouvons: 


Us, =PSily = 38 mm-0,04 m/s-mm= 1,52 mjs; 
Us, = PSaio = 47 mm:0,04 m/s-mm = 1,88 m/s ; 
Us, = PS5 = 23,2 mm-0,04 m/s:mm —0,93 mjs ; 
Vc=pCly =39 mm-0,04 m/s-mm= 1,56 m/s. 


Les vitesses angulaires des chaînons sont 


5 _bcu, __ 19,5 mm-0,04 m/s-mm 


_ 1. 
3 lc 0,18 m Res 


1/: 13 Ban. A. 3nuosvbes 


194 Mouvement et travail des machines 


ar Pr -] 

+ lp 0,18 m RER 

—hého 58 mm-0,04 m/s-mm 93,9 1 
lEF 0,1 m 


En substituant ces valeurs, on trouve que T —2,85 kgm. 
u? 
D'autre part, T=mR : 


En prenant en considération que la vitesse du point B est vg=1,57 m}s 
(voir p. 133), nous trouvons 2,85=0,5 mp-(1,57)°, d'où mp—=2,32 kg s°[m. 

Le moment d'inertie de réduction est: Jp=mp"-lp=2,32.(0,05) — 
= 0,0058 kg-m-s°. 


S 


S5 


D 
Fig. 178 Fig. 179 


Exemple 2. Sur la fig. 179, on a représenté les cercles primitifs de 
trois roues dentées en engrènement et dont les nombres de dents sont z, 20, 
z:—30 et z3—40. Les moments d'inertie des roues, exprimés en kg-m-s, 
sont J,—0,01, J.—0,0225, J,=—0,04. Déterminer le moment d'inertie de 
réduction JA par rapport à l'arbre de la roue /, engendré par les masses de 
toutes les roues dentées. 

Les vitesses angulaires des roues sont inversement proportionnelles aux 
nombres de dents. Exprimons les vitesses angulaires des roues 2 et 3 à l’aide de la 
vitesse angulaire de la roue /: 

2: 20 w,. Z 20 oo, 


co, TU =, 30 — 1,5° Os —= 0, Z 40 © a 


Les énergies cinétiques des roues sont : 


O 
T,=J,—=0,5.0,01-&°kg-m ; 


2 
&° ü), 2 . 
les (rs) —=0,5-0,01-w; kg-m ; 
w° wo, \®: 
Ts=ds 0,5 0,04. (à) —=0,5.0,01 -w°kg-m. 
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L'énergie cinétique de toutes les roues est : 


T=T, + T;+Ts = 0,5-0,03-&° kg-m. 


D'autre part, T=JR ——, 
d'où Jp? = 0,03 kg-m-s°. 


39. EQUATION DU MOUVEMENT DU POINT ET DU CHAÏNON 
DE RÉDUCTION 


Après avoir concentré les forces et les masses en un point, 
l'équation du mouvement 


m = À +)5-) s 


se met sous la forme plus simple 


2 
MR vR MRUR: 
À pm = Ar + TJ » 


où À, et À,, sont respectivement le travail des forces motrices 
et le travail des résistances pendant l'intervalle de temps consi- 
déré ; 

mA et mr, les valeurs respectives des masses de réduction à la 
fin et au début de l’intrevalle considéré ; 

UR et ur,, les vitesses linéaires respectives du point de réduc- 
tion à la fin et au début de l'intervalle de temps considéré. 

Si les forces et les masses de réduction sont concentrées en un 
point et si les lois de variation des forces et des masses de réduc- 
tion sont connues, alors pour résoudre le problème du mouve- 
ment du chaînon de réduction, on peut utiliser l’équation suivante 
mise sous la forme différentielle 


(P,+P,)ds= _. d(m,v?)= m,v,dv, ++ v°dm,, 


où dans la somme algébrique P,+P, les termes P,, et P, doi- 
vent être pris avec leurs signes correspondants. 

Sous cette forme l'équation du mouvement est facilement uti- 
lisable si le chaînon de réduction est animé d’un mouvement de 
translation. Pour un mouvement de rotation du chaînon de réduc- 
tion, il est préférable de prendre les moments de réduction M,, 
et M, à la place des forces de réduction P,, et P, et le moment 
d'inertie de réduction JR au lieu de la masse de réduction MR. 


13* 
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Dans ce dernier cas, l'équation du mouvement se met sous la 
forme suivante 

Ma+M,) dp= d(/ 80%) = JRogdog ++ 0Ed pe 
où œ est l’angle de rotation du chaînon de réduction et w}, la 
vitesse angulaire du chaînon de réduction. 

Suivant les cas, les forces P, et P, peuvent être des constan- 
tes ou des fonctions de la vitesse, soit encore des fonctions du 
chemin parcouru par le point de réduction; de même, les mo- 
ments M, et M, peuvent être respectivement soit des ‘constantes, 
soit des fonctions de la vitesse angulaire ou soit encore des fonc- 
tions de l’angle de rotation du chaînon de réduction. La valeur 
de la masse de réduction peut également être une constante ou 
une fonction du chemin parcouru par le point de réduction, la 
valeur du moment d'inertie de réduction peut respectivement être 
une constante ou une fonction de l’angle de rotation du chaînon 
de rotation. Les lois de variation de toutes Îles grandeurs qui 
viennent d’être énumérées ci-dessus peuvent être données soit sous 
forme analytique, soit sous forme graphique. En fonction de la 
dépendance : des forces (ou des moments) et des masses de réduc- 
tion (ou des moments d’inertie de réduction), les équations du 
mouvement prennent telles ou telles formes particulières. 


40. RÉGLAGE DU FONCTIONNEMENT DES MACHINES 


En fonction de la désignation assignée à une machine, on est 
amené à régler soit la vitesse de son organe mobile, soit son ren- 
dement ou soit encore la pression qu’elle engendre. Par exemple, 
dans un moteur stationnaire, il faut assurer une vitesse constante 
à l'organe mobile, dans un moteur de transport (par exemple, le 
moteur d’une automobile) il faut avoir la possibilité de faire 
varier la vitesse entre de grandes limites. Dans les compresseurs 
servant aux déplacements des gaz ou dans les pompes pour le 
déplacement des liquides, la pression sous laquelle la substance 
en déplacement entre par la conduite, ou le débit unitaire, c’est- 
à-dire la quantité de substance à déplacer pendant l'unité de 
temps, peut être l’objet d'un réglage. Dans la suite, nous 
considérerons uniquement le régiage des vitesses des organes mobi- 
les des moteurs. 

Il découle de l’équation du mouvement de la machine que 
pour faire varier les vitesses des points matériels des parties en 
mouvement de la machine, il faut modifier la différence (4, — À,) 
du travail des forces motrices et du travail des résistances. On 
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peut modifier cette différence en faisant varier soit la valeur du 
travail des forces motrices, soit la valeur du travail des résisian- 
ces, soit encore les deux simultanément. 

Le réglage de la vitesse de l’organe mobile par la diminution 
du travail des résistances n’est pas avantageux: pour pouvoir ré- 
duire les résistances nuisibles, la machine doit fonctionner avec 
des résistances nuisibles a priori accrues (c'est à quoi est dépen- 
sée l'énergie supplémentaire); en ce qui concerne les résistances 
utiles, les diminuer pendant le réglage de la vitesse signifierait 
priver la machine de la possibilité d'accomplir sa désignation. 

Les dispositifs à l’aide desquels les résistances nuisibles peu- 
vent être augmentées quand on juge nécessaire de diminuer la 
vitesse, sont appliqués sous forme de frein dans les différents gen- 
res de machines de transport où ils sont non seulement utiles, 
mais même absolument indispensables. Ce genre de dispositifs est 
utilisé seulement dans les cas où l’arrêt total du travail des forces 
mobiles n’est pas suffisant pour assurer une diminution rapide 
de la vitesse ou quand l’action des forces mobiles ne peut être 
éliminée; par exemple, quand une automobile descend une côte. 

Les moteurs stationnaires servant à mettre en action des ma- 
chines-outils, des pompes, des générateurs d'énergie électrique, 
etc., ne sont pas munis de freins. En cas de nécessité d’une dimi- 
nution rapide des vitesses des parties mobiles, les dispositifs de 
freinage sont montés non pas sur les moteurs, mais sur les machi- 
nes-outils à l'emplacement jugé nécessaire d’après les considérations 
de la sécurité technique, ou d’après les besoins de la production. 
Dans ces cas, on installe également des dispositifs pour couper 
rapidement la machine-outil du moteur. 

Ainsi, si on ne prend pas en considération les freins, qui sont 
essentiellement appliqués dans les machines de transport et qui 
servent seulement à réduire la vitesse des organes mobiles des 
machines, le plus souvent, c’est par une variation du travail des 
forces motrices qu’on procède essentiellement lors du réglage de 
la différence du travail des forces motrices et du travail des résis- 
tances. On le réalise en agissant sur l'organe de la machine qui 
véhicule l'énergie à l'organe recepteur du travail des forces exté- 
rieures (au piston dans une machine à vapeur ou dans un moteur 
à combustion interne, aux pales, dans la turbine hydraulique ou 
à vapeur, etc.). Dans un moteur de transport, le réglage est réa- 
lisé par la personne qui règle le fonctionnement du moteur; dans 
un moteur stationnaire, le réglage de l’organe mobile qui doit 
être en rotation avec une vitesse angulaire constante, s'effectue 
automatiquement. 

D'après le procédé de réglage de la vitesse (nombre de tours 
pendant l’unité de temps) de l’organe mobile, les moteurs station- 
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naires peuvent être divisés en trois groupes: 1) moteurs électri- 
ques ; 2) moteurs dans lesquels les organes, qui reçoivent l'énergie 
véhiculée au moteur, sont animés d’un mouvement de rotation 
(turbines hydrauliques ou à vapeur) et 3) moteurs à pistons (ma- 
chines à vapeur, moteurs à combustion interne). 

Dans les moteurs électriques stationnaires, le maintien de la 
vitesse à un niveau constant s'obtient de lui-même sans aucun 
dispositif de réglage puisque, d’après la construction même du 
moteur, on a assuré une corrélation permanente entre la puissance 
développée par le moteur et l’énergie qu’il consomme en sa partie 
électrique. L'organe qui reçoit l'énergie que doit consommer le 
moteur électrique se trouve en relation directe avec la source 
d'énergie. Cette relation se manifeste en ce que la quantité d’éner- 
gie consommée par le moteur dépend inversement (mais non pro- 
portionnellement) de la vitesse de rotation de l’organe mobile : 
quand on augmente le travail de résistance, Îa vitesse angulaire 
de l'organe mobile diminue un peu, d’où l’afflux d'énergie au 
moteur augmente. Quand on diminue le travail de résistance, au 
contraire, la vitesse angulaire augmente et, par suite, l'affiux 
d'énergie diminue. Par conséquent, le nombre de tours de l'organe 
mobile pendant l'unité de temps n'est pas constant durant la 
variation du travail des résistances, mais est maintenu entre cer- 
taines limites voisines l’une de l’autre. Ainsi, dans les moteurs 
les plus répandus dans l’industrie (triphasés, asynchrones),: le 
nombre minimum de tours à la minute en pleine charge est seu- 
lement de trois à quatre pour-cent inférieur au nombre maximum 
de la marche à vide. Cette différence, dans la majorité des cas, 
n'a aucune importance pratique, ce qui d’ailleurs est confirmé, 
puisque ces moteurs sont très répandus. 

Dans un moteur du deuxième genre (turbines hydrauliques ou 
à vapeur), l’organe recevant l’énergie véhiculée au moteur de la 
même manière que dans les moteurs électriques se trouve sous 
l’action continue de la source d’énergie. Par exemple, dans une 
turbine hydraulique (fig. 180), l’eau sous pression, par les conduits 
directeurs À (disposés autour de la roue S fixée à l'arbre princi- 
pal B), arrive continuellement par les canaux de la roue formés 
par les pales D qui reçoivent l’énergie mécanique véhiculée jusqu’à 
la turbine avec l’eau. Cependant, contrairement à ce qui a lieu 
dans les moteurs électriques, l’organe qui reçoit le travail des for- 
ces extérieures (roue à pales) ne se trouve pas. dans Îles moteurs 
du deuxième genre, en interaction directe avec la source d'éner- 
gie. Dans ces moteurs, on doit réaliser cette interaction à l’aide 
de dispositifs mécaniques spéciaux appelés régulateurs. 

Jusqu’à l’heure actuelle, on applique en pratique de nombreux 
systèmes de régulateurs basés sur différents principes. Un des pre- 
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miers régulateurs, très répandu et employé encore aujourd’hui, est 
le régulateur centrifuge représenté schématiquement sur la fig. 181, 
où M sont des boules pesantes fixées aux extrémités des tiges AC 
et BD et liées à un arbre vertical S par ïes couples de rotation 
A et B. Sur l'arbre S, mis en mouvement par l'arbre principal 
d'un moteur par l'intermédiaire d'un mécanisme de transmission 
quelconque (qui n’est pas représenté sur la fig. 181), glisse un 
coulisseau Æ, relié aux couples de rotation E et F par les tiges 
CE et DF,; les tiges CE et DF sont liées aux couples de rotation 
C et D par les tiges AC et BD. Le coulisseau X est lié à l’or- 
gane du moteur, conduisant le corps mobile à l'organe. qui assi- 
mile le travail des forces extérieures (la vapeur ou l’eau sous 


E 

« 
S 
F 


Fig. 180 ig. 181 


pression, le carburant sous forme liquide ou gazeuse). La liaison, 
qui n'est pas représentée sur la fig. 181, est exécutée de manière 
que pendant le mouvement de bas en haut du coulisseau l’afflux 
d'énergie dans le moteur diminue et pendant le mouvement de 
haut en bas, augmente. 

Pour une vitesse angulaire donnée de l'arbre principal du mo- 
teur et, par conséquent, de l’arbre du régulateur, les tiges AC et 
BD, ainsi que le coulisseau K, occupent une position déterminée, 
puisque la force élastique du ressort R est équilibrée par la jorce 
centrifuge d'inertie des boules M. 

Avec la diminution du travail des résistances, la vitesse angu- 
laire de l’arbre principal du moteur, et, par conséquent, de l’arbre 
S du régulateur, augmente, ce qui a pour résultat d'accroître les 
forces centrifuges créées par les boules, et le coulisseau K, en se 
déplaçant vers le haut, diminue l’afflux d'énergie au moteur, ré- 
tablissant ainsi l’équilibre entre le travail des forces mobiles et 
le travail des résistances. Avec l’augmentation du travail des ré- 
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sistances, le coulisseau À en se déplaçant vers le bas augmente 
l’afflux d'énergie au moteur et rétablit à nouveau l’équilibre. 

Il découle de ce qui a été exposé que tant que le travail des 
résistances ne change pas, ie régulateur maintient la vitesse angu- 
laire de l’arbre principal du moteur très voisine de la constante, 
mais pour différentes valeurs du travail des résistances le coulis- 
seau doit se trouver à différentes positions sur l’arbre du régula- 
teur; ceci est possible seulement pour différentes vitesses angulaires 
de l’arbre principal du moteur. 

Il va de soi que dans le projet du régulateur il faut prévoir 
une vitesse angulaire de l'arbre principal du moteur qui ne dé- 
passe pas les limites admissibles dans la pratique pendant le 
réglage. Au cas où l’on doit maintenir la vitesse angulaire à un 
niveau constant indépendamment de la puissance développée par 
le moteur, on applique des dispositifs de réglage plus complexes. 

Dans les moteurs à piston, l'organe qui reçoit le travail des 
forces mobiles (piston) est animé d'un mouvement alternatif de 
va-et-vient. Cela complique considérablement le réglage de la vi- 
tesse angulaire de l’arbre principal du moteur. 

Tous les moteurs à piston sont basés sur le principe du méca- 
nisme manivelle-bielle. 

On a représenté dans le chapitre I sur la fig. 13 a (voir p. 11) 
le schéma simplifié du moteur monocylindre à combustion interne, 
et sur la fig. 13 b, le schéma cinématique du mécanisme fonda- 
mental de ce moteur transformant le mouvement de translation 
alternée du chaînon mobile (piston) en mouvement de rotation de 
la manivelle rigidement liée à l’arbre principal du moteur. 

On donne, sur la fig. 182, le diagramme indicateur d’un mo- 
teur Diesel à quatre temps, c’est-à-dire d’un type de moteur à 
combustion interne très répandu, qui montre les forces auxquelles 
est soumis le piston pendant le fonctionnement de ce moteur. On 
a porté suivant l’axe des abscisses du diagramme les volumes et 
suivant l’axe des ordonnées du diagramme ]la pression des gaz se 
trouvant au-dessus du piston. Quand le piston se trouve au point 
extrême le plus haut de la fig. 13 a, alors le volume V, (fig. 182) 
des gaz au-dessus du piston est minimum; le volume V, s'appelle 
«espace mort». Au point extrême le plus bas du piston, distant du 
point extrême le plus haut du double de la longueur de la ma- 
nivelle, le volume V,,, des gaz qui se trouvent au-dessus du piston 
est maximum. Le volume V des gaz, qui se trouvent au-dessus du 
piston quand le piston est à la distance s du point extrême le 
plus haut et d’aire F pour la section transversale du piston, 
s'exprime de la manière suivante: 


V=V,+F:s. 
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Au point a du diagramme qui correspond au point extrême le 
plus haut du piston, la pression p, des gaz est maximum puisque 
le cylindre contient de l’air à haute température obtenue par la 
compression rapide de l’air jusqu’à plusieurs dizaines d’atmosphè- 
res pendant la course précédente du piston de bas en haut. 

La partie supérieure du diagramme, à partir du point a vers la 
droite, montre ce qui se produit dans le cylindre lorsque le piston 
se déplace vers le bas à partir du point extrême le plus haut. Du 


a à 
(y 


, ga, 
a —_— —_] — 
a \ F 
Vnar K 
Fig. 182 


point a au point b, la pression des gaz est constante malgré l’aug- 
mentation du volume; ceci est possible parce que, à cette partie 
de la course du piston, dans le cylindre s’introduit du carburant 
(pétrole) finement pulvérisé, s’enflammant spontanément en se mé- 
langeant à l'air comprimé dont la température est supérieure à la 
température de l’inflammation spontanée du fluide. Malgré l’aug- 
mentation du volume du gaz pendant le mouvement du piston, la 
pression ne décroît pas, premièrement parce que pendant la com- 
bustion du carburant la quantité de gaz croît et deuxièmement 
parce qu’il y a augmentation de la température qui sans l’afflux 
de chaleur engendrée par la combustion du carburant, décroîtrait 
avec l’augmentation du volume. 

Pour la position du piston qui correspond au point b du dia- 
gramme, l'admission du carburant dans le cylindre est interrom- 
pue, donc la pression commence à décroître. D'abord, du point 


14 Br. A Suuosres 


202 Mouvement et travail des machines 


b au point c, la pression décroît lentement, il y a encore combus- 
tion du carburant qui n’a pas brûlé au moment de l'interruption 
de l'admission de celui-ci dans le cylindre. Du point c la pression 
décroît rapidement suivant la courbe cd pendant le mouvement 
du piston vers le point extrême inférieur. Le point e du diagramme 
correspond au point extrême le plus bas du piston. 

À partir du point d, la pression décroît non pas suivant la 
courbe de, mais bien plus rapidement. Ceci est possible parce que 
pour la position du piston qui correspond au point d du diagramme, 
la soupape d'échappement commence à s'ouvrir (non indiquée sur 
la fig. 13, a), mettant en communication avec l'atmosphère le 
volume du cylindre qui se trouve au-dessus du piston. Par consé- 
quent, sur la partie du diagramme commençant au point d, dans 
la direction de gauche à droite, la pression décroît non seulement 
par suite de l'augmentation du volume des gaz, mais aussi comme 
conséquence de leur échappement partiel dans l’atmosphère. 

Pendant la course inverse du piston, de bas en haut, les pro- 
duits de la combustion sont chassés en dehors du cylindre par la 
soupape d'échappement ouverte. La pression des gaz étant en outre 
voisine de la pression atmosphérique (l'arc de courbe /g du dia- 
gramme), mais un peu supérieure à la pression atmosphérique P,, 
puisque c'est seulement grâce à cette différence de pressions des 
deux côtés de la soupape d'échappement qu'on peut communiquer 
aux gaz la vitesse nécessaire pour qu’ils puissent s'échapper et 
surmonter les résistances créées par leurs déplacements. 

Le point g du diagramme correspond à la position la plus 
haute de la course du piston. Pendant la course suivante du pis- 
ton, de haut en bas, avec la soupape d'échappement fermée et la 
soupape d'admission ouverte, il se produit aspiration de l'air 
atmosphérique dans le cylindre. La pression au début de la course 
décroît selon l’arc de courbe gi, puis, jusqu’à la fin de la course 
du piston vers le bas (suivant l’arc de courbe ik du diagramme), 
elle est maintenue légèrement inférieure à la pression atmosphéri- 
que pour la raison indiquée. 

Pendant la course suivante du piston, de bas en haut, avec 
les soupapes d'échappement et d'admission fermées, il se produit 
compression de l’air (l’arc de courbe ka) jusqu’à une pression de 
plusieurs dizaines d’atmosphères, d’où la température de l'air, vers 
la fin de la course, s’élève jusqu’à plusieurs centaines de degrés 
et atteint une température supérieure à celle du carburant sponta- 
nément inflammable qui, finement pulvérisé, commence à pénétrer 
dans le cylindre au début de la course suivante du piston vers 
le bas. 

Plus haut, en omettant certains détails n'ayant aucune impor- 
tance pour le but que nous nous sommes fixé, nous avons décrit 
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succinctement le fonctionnement d’un moteur Diesel à quatre temps 
(moteur à combustion interne). Il découle de ce qui a été exposé 
ci-dessus que, des quatre courses du piston, une seule, pendant 
laquelle la pression (p—p,) (où p est la pression des gaz se trou- 
vant au-dessus du piston, et p, la pression atmosphérique) est 
dirigée dans le sens de la course du piston et engendre donc la 
force qui met en mouvement le piston; cette course du piston 
s'appelle course utile. Pendant les deux courses venant après la 
course utile, le piston a à surmonter de faibles résistances à son 
déplacement et pendant celle qui suit les deux précédentes, de 
grandes résistances qui augmentent progressivement. 

Pendant l’action de la force à laquelle le piston est soumis de 
la part des gaz, le moteur non seulement ne pourrait fonctionner 
continüment, mais le piston serait incapable d'accomplir Ja 
course de bas en haut même en l’absence de toute résistance à 
son déplacement, si, pendant la durée des trois courses du piston 
qui suivent la course utile, la rotation de l'arbre principal ne se 
poursuivait par inertie. 

Le fonctionnement du moteur ne devient possible qu'en pré- 
sence d’une roue appelée volant sur l'arbre principal engendrant 
un moment d'inertie suffisamment grand. Le rôle du volant con- 
siste à emmagasiner l'énergie pendant la course utile du piston et 
à la dépenser pendant toute la durée du fonctionnement du mo- 
teur pour surmonter toutes les résistances y compris celles que le 
moteur doit vaincre pendant les trois courses précédant la course utile. 


L'énergie cinétique 1 du volant, où J est le moment d’iner- 


tie et æw, la vitesse angulaire du volant, peut être comparée à 
l'énergie potentielle Qh d’un liquide emmagasiné dans un réser- 
voir, où Q est son poids et hk, la hauteur du liquide dans ce ré- 
servoir. Si pendant la première des quatre secondes le réservoir se 
remplit, par exemple, d'une quantité égale à 0,01 Q de liquide 
avec une vitesse uniforme ou non uniforme quelconque et si pen- 
dant ces quatre secondes la même quantité de liquide s'écoule du 
réservoir également avec une vitesse uniforme ou non uniforme, 
alors, la variation de la hauteur du liquide dans ce réservoir ne 
sera pas supérieure à 0,01 Q. Par conséquent, l'énergie potentielle 
du liquide dans le réservoir ne diminuera pas de plus de 1%. 
D'une manière analogue, si pendant la durée de la course utile 
du piston, on communique au volant de l'énergie en quantité très 


(2 LA (2 » Ld e e La LA &° LA Æ 
inférieure à son énergie cinétique n et on dépense la même 


quantité pour la rotation de l'arbre principal durant les quatre 
courses du piston, alors l'énergie cinétique et, par conséquent, la 
vitesse angulaire du volant, varieront très peu. 
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Dans le projet d’un volant, les variations de la vitesse angu- 
laire de l’arbre principal, durant un cycle, doivent rester dans des 
limites admissibles, qui dépendent de la désignation du moteur. 
Ces variations sont évaluées à l’aide du coefficient de non-unifor- 
mité qui est égal à 

6 = max —Omin 
Omoy 


OÙ Oinoyr max €t Omin Sont respectivement les vitesses angulaires 
moyenne, maximale et minimale de l'arbre principal du moteur 
pendant un cycle. 

En ce qui concerne l’uniformité de la course, les moteurs qui 
mettent en marche les génératrices de courant alternatif doivent 
satisfaire aux exigences les plus sévères: pour ces moteurs le coef- 
ficient de non-uniformité ne doit pas être pris supérieur à 1/200- 
1/300 et dans certains cas doit être très inférieur à ce chiffre 
(jusqu’à 1/1000). 

Il découle de ce qui a été exposé que la vitesse de l’arbre 
principal s'égalise avec celle du volant pendant chaque cycle. Mais 
si la puissance dépensée par le volant pour vaincre les résistances 
commence à devenir supérieure à la quantité d’énergie engendrée 
par le volant pendant l’unité de temps ou inférieure à cette 
quantité, alors la vitesse angulaire du volant varie progressivement. 
Dans ce cas, le régulateur décrit précédemment, ou un régulateur 
de tout autre type, entre en action. Dans l'exemple donné ci-des- 
sus, l’action du régulateur se manifeste sur la portion ab du dia- 
gramme (fig. 182): en fonction du sens dans lequel les valeurs de 
la vitesse angulaire de l’arbre principal commencent à varier, la 
portion ab sera respectivement raccourcie ou allongée par le régu- 
lateur, c'est-à-dire qu’on enverra plus ou moins de combustible 
liquide dans le cylindre au début de la course utile du piston. 

Le volant est un organe obligatoire non seulement pour les 
moteurs à pistons, on installe des volants sur les machines-outils 
où les organes mobiles doivent surmonter de grandes résistances 
agissant par intermittence de la part des matériaux à traiter. Dans 
cette machine le volant ressemble à un réservoir recevant conti- 
nüment et uniformément l’énergie du moteur et dont les portions 
sont dépensées de temps en temps. 


41. DÉTERMINATION DES DIMENSIONS PRINCIPALES DU VOLANT 
D'UN MOTEUR 
Les oscillations de la vitesse angulaire du volant durant un 


cycle sont dues principalement, comme on l’a montré ci-dessus, 
au fait que les lois de variation du moment de réduction des for- 
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ces motrices et du moment des résistances ne coïncident pas. Expli- 
quons en détail les phénomènes qui ont lieu quand le mouvement 
est établi aussi que les considérations qui doivent nous guider 
pour déterminer les principales dimensions du volant (fig. 183). 

Nous aurons en vue un moteur du type qu'on vient de décrire 
ci-dessus, c'est-à-dire un moteur Diesel à un cylindre à quatre 
temps pour lequel un cycle est composé de quatre courses du pis- 
ton accomplies pendant les deux tours de la manivelle. Nous 
allons nous baser sur le diagramme indicateur de la fig. 182 en 
supposant que ce diagramme nous 
est donné quand le mouvement 
est établi et que le moteur fonc- 
tionne en pleine puissance. 

Les ordonnées du diagramme 
expriment les pressions des gaz 
sur le piston pour différentes 
positions du piston. En multi- 
pliant l'ordonnée par l'aire du 
piston nous trouvons Îles forces 
avec lesquelles les gaz exercent 
une pression sur le piston. Sui- 
vant l’axe des abscisses du dia- 
gramme, on a porté les volumes 
des gaz qui se trouvent au-des- 
sus du piston. En divisant les 
abscisses par l'aire du piston, 
nous trouvons les chemins par- 
courus par le piston de la po- 
sition la plus haute à la position Fig. 183 
la plus basse et inversement. 

En agissant ainsi, nous ne modifions pas le diagramme, mais 
nous introduisons d’autres échelles sur les axes des abscisses et 
des ordonnées. 

Ayant recours au schéma du mécanisme manivelle-bielle 
(fig. 184) qui se trouve à la base du moteur en question, nous 
supposons que la force P, agissant de la part des gaz sur le pis- 
ton (le coulisseau sur le schéma), agit au point C dans la direction 
parallèle à la glissière x—x. En concentrant cette force au point 
C, la bielle agit sur la manivelle au point B avec une certaine 
force dont la composante suivant la direction perpendiculaire à AB 
est l’effort tangentiel T engendrant le couple TR dans la mani- 
velle, où R est la longueur de la manivelle. 

En négligeant les pertes dues au frottement, on peut trouver 
la dépendance entre la force P et la force tangentielle T au point 
B de la manivelle, en exprimant la puissance instantanée du mo- 
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teur de la manière suivante 
_ Pu.= Tu», 
d’où 
Ù 
T=P—=. 
U8 


Puisque les valeurs de la vitesse vu, varient seulement entre 
des limites très petites, par la suite, on pourra supposer la vitesse 
constante. La valeur de la force P pour différentes positions du 
point C sur sa trajectoire et pour différentes courses du piston 
peut être définie d'après le diagramme obtenu comme indiqué 


278 278 
Fig. 185 


précédemment. Les vitesses v- pour différentes positions du point 
C sur sa trajectoire peuvent être déterminées d’après les plans des 
vitesses. Une représentation très précise de la variation de cette 
valeur est donnée par le diagramme cinématique qu’on trouve sur 
la fig. 53, b. 

Les résistances insignifiantes que le piston doit vaincre pendant 
le deuxième et le troisième temps, c’est-à-dire pendant !’échappe- 
ment des produits de la combustion et l'aspiration de l'air dans 
ie cylindre, ne sont pas prises en considération. 

Portons, suivant l’axe des abscisses (fig. 185), dans une direc- 
tion quelconque, le chemin parcouru développé en ligne droite et 
passant par le point B pendant un cycle, c’est-à-dire pendant le 
temps nécessaire à quatre courses du piston ou ce qui revient au 
même, à deux tours de la manivelle. Portons suivant l’axe des 
coordonnées les valeurs des efforts tangentiels T définies de la 
manière indiquée ci-dessus. 
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Pendant la durée du premier temps, les valeurs des efforts tan- 
gentiels varient suivant la loi représentée par l’arc des courbes adf. 
L'aire limitée par cet arc de courbes (égale à l’aire du rectangle 
amnf) exprime la quantité d’énergie véhiculée vers la manivelle 
pendant le premier temps du fonctionnement du moteur. 

Nous avons convenu de ne pas prendre en considération les 
résistances insignifiantes de la part des gaz pendant le deuxième 
et le troisième temps; le travail des résistances utile et nuisible, 
pour le moment, sera laissé de côté. Passons donc au point k, 
début du quatrième temps. Dès le commencement de ce temps, 
l'air injecté dans le cylindre pendant le troisième temps est com- 
primé. Puisque le déplacement du piston pendant le quatrième 
temps se fait au compte de l’énergie engendrée par le volant et 
comme pendant ce temps ce n’est pas la bielle qui met en rota- 
tion la manivelle, mais, au contraire, la manivelle qui met en 
mouvement la bielle, alors, les efforts tangentiels changent de 
signes; les efforts tangentiels varient suivant la loi qui correspond 
à l'arc des courbes kli. L’aire de cette courbe (égale à l’aire du 
rectangle kpgqi) exprime la quantité d'énergie restituée par le vo- 
lant à la source à partir de laquelle l'énergie lui était envoyée 
pendant le premier temps. Cette énergie restituée par le volant et 
renfermée dans l’air comprimé est complètement utilisée par le 
moteur pendant le premier temps du cycle suivant. 

Il découle de ce qui a été exposé que pour le travail des résis- 
tances utiles et nuisibles on peut dépenser seulement la différence 
d’énergie exprimée par les aires des courbes adf et kli.Or, quand le mou- 
vement est en régime permanent, la résistance rapportée au point B 
de la manivelle pendant la durée d’un cycle doit être considérée 
constante, alors, en divisant la différence des aires des courbes adf 
et Rli par le chemin parcouru 4nkR par le point B pendant un 
cycle, on trouve la valeur de l’ordonnée ab=hi qui exprime la 
valeur de cette résistance. L’aire abhia exprime, par conséquent, 
le travail de la résistance. 

Passons à présent à la vitesse angulaire du volant. Pendant le 
premier temps, les efforts tangentiels au point B de la bielle sur 
la manivelle sont de beaucoup supérieurs à la résistance produite 
par la manivelle; c'est pourquoi la vitesse angulaire de la mani- 
velle et du volant augmente. L’augmentation de la vitesse angu- 
laire cesse quand l'effort tangentiel devient égal à la résistance de 
la manivelle. Ceci se produit au point e, où la courbe adf et la 
droite bh se coupent. Par conséquent, en ce point la vitesse angu- 
laire prend la valeur w,.,. Pendant les temps suivants, seules les 
actions de la résistance au mouvement agissent sur le piston non 
seulement jusqu’à la fin du quatrième temps, mais aussi jusqu’au 
début du premier temps, quand le point B a parcouru une portion 
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du chemin relativement petite et égale à bc. Par conséquent, au 
point c la vitesse angulaire est égale à &,,:.. 

L'augmentation de la vitesse angulaire du volant de &,,, jus- 
qu’à w,,, se fait au compte de l’énergie communiquée au volant 
et exprimée par l’aire cdec. En désignant par À l'énergie exprimée 
par cette aire, on trouve 


l : à 
A ar]  J (Oax — Din); 


où À est en kgm, J—]le moment d'inertie du volant en kgms° et 
w—en s7'. 
En notant par à le coefficient de non-uniformité qui est égal à 
ÿ = max min 
Omoy : 
et en remarquant que 


oO o 
o _— max + min 


moy 9 Ê 
on trouve 
Ô -@moy Ô-Omo 
Dax — Omoy na D » min — Oinoy 9 . 


Après substitution, on a 
Adobe 0 JT) 0= 1 56 


où n est le nombre de tours par minute du volant relatif à Îla 
vitesse moyenne. 
Le moment d'inertie du volant est 


J=%:4À 


n'Ô ” 
En désignant le poids (en kg) du volant par G et en suppo- 
sant que la masse . du volant est uniformément répartie sur la 


circonférence du diamètre D, où F est la distance de l’axe de 


rotation du volant au centre de gravité de la section transversale 
de la jante (voir fig. 183), on a 


RAC 


d’où 


Le produit CD* en kg-:m° s'appelle moment tournant ou carac- 
téristique du volant. 
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La grandeur nécessaire du moment tournant une fois déterminée, 
on définit le diamètre D du volant en s'appuyant sur des consi- 
Re constructives, puis, d’après ce diamètre, on détermine le 
poids. 

En tenant compte du moment d'inertie des rayons reliant Îa 
jante à l'essieu, on se donne approximativement pour poids réel 
de la jante le poids donné par les calculs, diminué de 10%. Le 
poids total du volant, y compris le poids des rayons et de l’essieu, 
est de (1,25—1,35) G. 

En augmentant le diamètre, on peut sensiblement diminuer le 
poids du volant tout en conservant la valeur du moment tournant 
du volant. Cependant en plus de considérations d 
générales de construction, on doit encore avoir en 
vue qu’on ne peut pas dépasser la limite de la vi- 
tesse périphérique au-delà de laquelle il y a dan- 
ger de rupture pour la jante sous l’action des for- 
ces centrifuges. En pratique, il est arrivé des cas 
où un morceau pesant de jante en se détachant 
du volant tournant à une grande vitesse a brise 
l'installation de la construction en causant des vic- Fig. 186 
times parmi les personnes attachées à la machine. 

Pour les volants en fonte ordinaire, la vitesse périphérique ne 
doit pas dépasser 30 mis; pour les fontes de qualité supérieure, 
cette vitesse peut être prise un peu plus grande. 

Dans les moteurs multicylindriques, les cycles énergétiques des 
différents cylindres sont décalés les uns par rapport aux autres; 
par exemple, dans un moteur à quatre cylindres et à quatre temps, 
les courses utiles pour les différents cylindres s'effectuent à tour 
de rôle. Pour ce moteur, le moment tournant est sensiblement 
inférieur : comme le premier temps dans un cylindre coïncide avec 
le quatrième temps d’un autre cylindre, l’action sur le volant 
pendant chaque demi-tour du vilebrequin se fait suivant la loi 
donnée sur la fig. 186 d'après la courbe adkli, dont les ordonnées 
sont les différences des ordonnées des courbes adkf et kli de la 
fig. 185. L'énergie exprimée par la différence des aïres adk et kli 
est utilisée pour surmonter le travail de résistances, exprimé par 
l’aire abhia. La vitesse angulaire &,,,, dans ce cas, de même que 
sur la fig. 186, est obtenue au point e, &,,, au point c. Quand 
on détermine le moment tournant d’après la formule donnée ci-des- 
sus, il faut substituer le travail À exprimé par l'aire cdec, qui est 
sensiblement inférieure à l’aire indiquée sur la fig. 185 par les 
mêmes lettres. De plus, il faut prendre en considération qu'on 
obtient un moment tournant sensiblement plus petit malgré 
une puissance du moteur à quatre cylindres quatre fois supé- 
rieure. 
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Ci-dessus nous avons marqué les points du chemin parcouru par le point B 
en lesquels la vitesse angulaire du chaînon de réduction prend la plus grande 
et la plus petite valeur, mais nous n’avons pas étudié le problème relatif à la 
variation de la vitesse angulaire de la plus petite valeur à la plus grande. Cela 
s’explique facilement si l’on se rapporte au diagramme 
donne sur la fig. 185 et si on se base sur l’équation du 
mouvement du chaînon de réduction. 

Pour expliquer la loi suivant laquelle la vitesse an- 
gulaire croît de @jn à @msx. divisons la portion ce du 
chemin parcouru par le point B par les points 1, 2,..., 
5 en parties égales et menons en ces points les perpendicu- 
laires à ce afin de partager l’aire cde en aires À, B, C, ... 
(fig. 187). 

La vitesse angulaire w, du point / est supérieure à 
Omin £grâce au travail des forces mobiles engendré par le 
volant et exprimé par l’aire À en kgm et, par suite, donc, 
on peut définir la vitesse angulaire à l’aide de l’équation 


J 
A 9 (w! ri D In)- 
La vitesse angulaire w, du point 2 est définie à l’aide de l’équation 
J 
À + B= 3 (&; — D jn), etc. 


Du point e (fig. 185), la vitesse angulaire commence à décroître à partir 
de max par suite de la dépense de l’énergie cinétique par le volant pour sur- 
monter les résistances extérieures. La vitesse angulaire w, en un point quel- 
conque s du chemin parcouru avant le début du quatrième temps se définit à 
l’aide de l’équation | 
ne nn $ ). 


aire fess' = = (u 
La vitesse angulaire o, en un point quelconque n du chemin parcouru 
pendant le quatrième temps peut être définie à l’aide de l’équation 


aire jen'nkf = (oh — @ ). 

Après avoir ainsi déterminé les vitesses angulaires pour un nombre suffis- 
samment grand de points du chemin parcouru par le point B, on peut cons- 
truire une courbe régulière donnant une représentation très précise de la varia- 
tion de la vitesse angulaire de la rotation du chaîfnon de réduction de own 
à Omax et inversement de &imax à Winin- 

On donne sur la fig. 188 une courbe construite de la manière indiquée 
ci-dessus et avec emploi de l’équation du mouvement du chaînon ce réduction. 

Dans tous les exemples d’analyse cinématique et de calculs cinématico- 
statiques basés sur l’analyse cinématique des différents mécanismes donnés 
ci-dessus, la vitesse angulaire de la manivelle était supposée constante. Nous 
savons à présent que par vitesse angulaire constante on avait en vue la vitesse 
angulaire moyenne. 

La construction du plan des accélérations pour toutes les positions de la 


— > 
manivelle débutait avec la construction du vecteur ag=aÿ, tandis que pour 
différentes positions de la manivelle il faut aussi prendre en considération 
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+ 
l'accélération tangentielle a —esp-las. Le diagramme donné sur la fig. 188 


permet de préciser les plans des accélérations et les valeurs des forces d’iner- 
tie basées sur ces dernières. 

Dans ce but, l’échelle des abscisses sur la fig. 188 doit être divisée par 
les rayons de rotation À du point B, ce qui permet d'exprimer l’angle de 
rotation œ du chaînon de réduction par les abscisses et la fonction w—=#f(), 
par la courbe de la fig. 188. En différentiant la courbe w=f(), nous trou- 


vons les valeurs de de les accélérations angulaires s’obtiennent de la manière 
suivante: 
do do dd dv a 
dt dt d@ d dt dp 
où w est la vitesse angulaire de la position correspondante. ; 
Si on prend en considération les vitesses angulaires du chaînon de réduc- 
tion, alors il est nécessaire de reconstruire les plans des accélérations cons- 


Fig. 188 


truits à l’aide de w,4, pour toutes les positions, mais les plans des vitesses 
peuvent rester intacts puisqu'on ne peut préciser que leur échelle. 

Il faut prendre en considération la vitesse angulaire réelle et non la 
vitesse angulaire moyenne de la manivelle pendant la construction des plans 
des accélérations uniquement pour de grandes valeurs du coefficient à de non- 
uniformité admissible de la course. Ceci se présente pour le cas des machines 
fonctionnant par chocs (presse, cisailles, etc.) lors du travail desquels la 
vitesse angulaire du chaînon menant décroît rapidement jusqu’au minimum 
pendant les courses utiles et croît rapidement jusqu’au maximum durant les 
marches à vide. 

Sur la fig. 188, on a la courbe w—=f(p) pour un moteur à combustion 
interne (Diesel à quatre temps). Pour ces moteurs, le coefficient à n’est pas 
supérieur à 1/80 et s’ils sont déstinés à mettre en marche des génératrices de 
courant électrique, ce coefficient est alors sensiblement plus petit. La variation 


la plus rapide de la vitesse angulaire de la quantité Onoy — Orin = PPT 
a lieu pendant la première moitié du tour du premier temps. Puisque la vitesse 
angulaire de cette portion varie suivant une loi linéaire (voir fig. 188), alors 
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l'accélération angulaire de cette portion peut être prise égale à 


à __ Ÿ*Omoy | 30 _ ÔRW moy =: 
2 nn 60 | 


où n est le nombre de tours par minute de la manivelle et © — l'intervalle de 


temps pendant lequel la vitesse angulaire varie. 
Le rapport des valeurs de l'accélération normale à l’accélération tangen- 
tielle au point B du chaînon de réduction est, en cette portion, égal à 


| 8ROmoy Tr 60 Gmoy __607 _27 


n.,Y% _,,2 
0:48 Omoy AB — 69 ‘AB Sn —30ôr — 6 


Pour — 1/80, le rapport est a3:a7,=500. Cela signifie que, si la lon- 
gueur du vecteur a% du plan des accélérations est égale à 100 mm, la longueur 
du vecteur ak est égale à 0,2 mm; pendant son analyse graphique, on aurait 
dù la prendre égale à zéro. 
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Chapitre VIII. Mouvement et travail des machines 
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